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Avant Propos

Ceci est un avant projet d’'un manuel de la partie Algébre du cours
de Mathématiques de premiéres années LMD Sciences et techniques
et Mathématiques et informatique. Il peut aussi étre utilement utilisé
par les é¢tudiants d’autres paliers aussi bien en sciences et sciences et
techniques que ceux de Biologie, Sciences économiques ou autre.

Il sera composé de trois partie.

Cette premiére partie est un peu les mathématiques générales

La deuxiéme portera sur une introduction a l’algébre linéaire

La troisieme au calcul matriciel, qui est en fait le but ultime de ce
cours.

Toutes les remarques et commentaires sont les bienvenus de la
part des étudiants ainsi que de la part d’enseignants ou spécialistes
en mathématiques ou utilisateurs de mathématiques.

Ces remarques et commentaires nous permettront certainement
d’améliorer le contenu ainsi que la présentation de la version finale.

Elles peuvent étre envoyées a :

mustapha.mechab@gmail.com

Pr. NMustapha Nlechab.
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Chapitre

ELEMENTS DE LOGIQUE

Dans ce chapitre on se limitera a I'introduction des premiers éléments de la logique classique.

Définition 1.1 On appelle proposition logique toute relation P qui est soit vraie soit fausse.
e Quand la proposition est vraie, on lui affecte la valeur 1
e Quand la proposition est fausse, on lui affecte la valeur 0.

Ces valeurs sont appelées “Valeurs de vérité de la proposition”.

Ainsi, pour définir une proposition logique, il suffit de donner ses valeurs de vérités. En géné-

£,

ral, on met ces valeurs dans un tableu qu’on nommera “Table de vérités” ou “Tableau de vérités”

L’Equivalence <= : On dit que deux propositions logiques P et Q sont logiquement
équivalentes, ou équivalentes, si elles ont les mémes valeurs de vérité. On note : P < Q.
Sa table de vérités est donnée par :

P 0/l0|1]|1
Q 010
Pe=Q|1|/0|0]|1

Il est clair que Si O, P et Q sont trois propositions logiques, alors : si O est équivalente &
P et P équivalente & Q, alors O est équivalente a Q .

1.1 Opérations Logiques

1.1.1 La négation —:

Etant donnée une proposition logique P, on appelle négation de P la proposition logique
P, qu’on note aussi =P, qui est fausse quand P est vraie et qui est vraie quand P est fausse,
donc on peut la représenter comme suit :

'Le fait qu’une proposition ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 provient d’un principe fondamental de la
logique “classique” qui est : Le principe du tiers exclu, & savoir qu’une proposition logique ne peut pas étre vraie
et fausse a la fois.

Le Cours d’Algébre. -7- Par 9. 9Mechab



ELEMENTS DE LOGIQUE

P
o]

En établissant les tables de vérités des propositions (P <= Q) et (5 — @), on déduit
que :

(1.1) (P Q) «— (P Q)

De méme, la table de vérités de P est la suivante :

SRS

on voit qu’elle est identique a celle de P, par suite :

Propriété 1.1 La négation de la négation d’une proposition logique P est équivalente a P,
donc :

P =P

Remarque 1.1 Pour définir une proposition logique P, il suffit de donner les situations ot
elle est Vraie, dans le reste des situations la proposition P étant Fausse et inversement si on
connait les situations ou P est Fausse, dans le reste des situations P est Vraie.

1.1.2 La Conjonction A

Etant données deux propositions logiques P et Q, on appelle conjonction de P et Q, la
proposition logique P A Q qui est Vraie quand P et Q sont vraies a la fois. Sa table de vérités
est donnée par :

of |o]1 P JoJo[1]1
0 |0 ou Q |01 1
1 |01 PAQJO[0]0]1

Propriété 1.2 Soit P une proposition logique, alors P AP est une proposition fausse.

Preuve :  Pour montrer cela, il suffit de remarque que la table de vérités de P A P est la
suivante :

P [0]1
P |1
PAP|O]0

O
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M. Mechab 1.1 Opérations Logiques

1.1.3 La Disjonction V :

Etant données deux propositions logiques P et Q, on appelle disjonction de P et O, la
proposition logique P V Q qui est Vraie si I'une des propositions logiques P ou Q est vraie. Sa
table de vérités est donnée par :

of [0]1 P JoJoJ1]1
0 [o]1 ou Q Jo[1]0]1
1|11 Pvolo[1]1]1

Propriété 1.3 Soit P une proposition logique, alors P AP est une proposition fausse et P\ P
est toujours vraie.

Preuve :  Pour montrer cela, il suffit de remarque que la table de vérités de PV P est la
suivante :
P 01
P 1
PVP|1]|1
O

1.1.4 Reégles de De Morgan

Propriété 1.4 (Régles de De Morgan) “* Soient P et Q deuz propositions logiques, alors :
1. PNQ+=PVQ.
2. PVQ <+ PAQ.

Preuve : On établit la preuve de ces régles en donnant les valeurs de vérités des propositions
logiques correspondantes.

P 0j0|1/|1

Q 011101

P 1[{1]0]0

Q 1/01]0

Pvo |[1]1|1]0

PAQ [1]0]0]0

PvO |0]1]1]1

(PVQ)|[1]0[0]|0

PAQ |[0]0]0]1

PArQ)|1]|1]1]0
On voit que les propositions logiques (P V Q) et (P A Q) ont les mémes valeurs de vérité,
donc elles sont équivalentes. De méme pour (P A Q) et PV Q. O

2Connues aussi sous I'appellation de : Loi de dualité .
3De Morgan Auguste : Mathématicien britannique (Madurai Tamil Nadu (Inde) 1806 - Londres 1871). 11
est le fondateur avec Boole de la logique moderne.
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ELEMENTS DE LOGIQUE

1.1.5 L’Implication = :

Etant données deux propositions logiques P et Q, on note (P = Q), la proposition
logique qui est Fausse si P est Vraie et Q est Fausse.
Quand la proposition (P = Q) est Vraie, on dit que la proposition P implique la proposition
Q.

De cette définition, on obtient la table de vérités suivante :

of [0]1 P JoJoJ1]1
0 [1]0 ou Q |o[1]o]1
1|11 P—Q[1[1]0]1

Etant données deux propositions logiques P et Q, alors la table de vérités de Q V P est la
suivante :

oFf [0]1 P JoJof1]1
1[0 ou Q Jol1]o0]1
1 [1]1 QVP[1[1]0

On voit que cette table est identique a celle de (77 — Q), donc :
(1.2) (P: Q) — (Q\/T?)

1.1.6 La contraposée.

Le travail des scientifiques consiste a établir a partir de certaines données ou hypothéses
d’autres propriétés. Si on note P les données ou hypothéses qu’on a et Q les propriétés qu’on

veut établir, alors tout revient & démontrer que (73 =—> Q) est vraie. Ce qui nous fait dire que
la tache des mathématiques consiste en la démonstration d’implications.

Dans certaines situations, il est difficile de montrer directement 'implication <P — Q)
alors on essaye de donner une autre proposition équivalente qui pourrait étre plus facile a établir.

Propriété 1.5 Etant données deux propositions logiques P et Q, alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

P=9

- (@ =P)
La deuzieme implication est appelée Contraposée de la premiére implication.

Preuve : On donnera la preuve de cette équivalence de deux maniére différentes.

1. En utilisant ’équivalence (1.2) on obtient

(Q=7P)

|

|
IR
oIe ol
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M. Mechab 1.2 Propriétés des opérations logiques

donc : (Q=7P) <= (P= Q).

2. En utilisant les valeurs de vérité des implications (P = Q) et (Q = P), on obtient :

P 0/0[1]1
Q 0101
P=—Q|1|1]|0]1
Q tlof1]0
P 1{1]/0]o0
O—=7P|1]1]0]1
d’ott on déduit que : (P = Q) += (Q = P).

1.1.7 La réciproque

Etant données P et () deux propositions logiques, on appelle la Réciroque de I'implication
<P — Q) la proposition

o=

1.2 Propriétés des opérations logiques

Propriété 1.6 Soient O, P et Q trois propositions logiques, alors
1 ((o VPV Q) = ((9 V(P V Q)) (Associativité de V)
2. ((O AP) A Q) (
3. (OVP)NQ) = <(O AP)V (O A Q)) (Distributivité de A par rapport a V)
/. ((O AP)V Q) (
5. (0=P)A(P—=Q) = (0= Q). (Transitivité de —).

ON(PAQ) ) (Associativité de A)
(OVO)A(PV Q)> (Distributivité de V par rapport a A ).
Preuve : On se limitera a la preuve des trois derniéres propriétés.

3. Dans le tableau suivant, on remarque que les propositions [((9 VP)A Q} et [((9 AP)V

(O A Q)} ont les mémes valeurs de vérité.

@,

P

Q
OANQ
PAQ

(OAP)V(OAQ)
OvP
(OVP)ANQ

[« R Nenl Nenl Nen) Neol Bl Nen)
== =R = O = = O
e e el =l e el =l
el el i e R e

(el el el Rawl Nan) Bl o

(=) i ol Rewl Hew) New) Neol Newl B

(e} Hew) Newl ool Bawl il New) Rew)

(e} Hew) Hevl el R ev] Nen) New) Ra]
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ELEMENTS DE LOGIQUE

donc : [(OVP)/\Q] — [(OMD)v(@AQ) .

4. De méme, dans le tableau suivant on remarque que les propositions |[(O A P) V Q] et

[(O VO)A(PV Q)] ont les mémes valeurs de vérité.

@ 0O[0j0|0|1|1]1]1

P 0/0|1[1|0]0|1]1

Q 0O/1{0[1|0]1|0]1

(OAP) ojojojofofof1]1

(OANP)VQ Of1j0l1]0[1]1]1

(OV Q) Of1/0l1|1]|1]1]1

(PV Q) Of1/1/1]0[1]1]1
(OVOA(PVQ)|0|1|0|1]0|1|1]1

donc : (OAP)\/Q}@[((’)VQ)/\(P\/Q)].

5. Notons R la proposition logique :
((0=Pr(P= Q)= (0= 9|
En utilisant la définition de I'implication et les propriétés précédentes, on obtient :

R = [((0=P)r(P=0)= (0= 09

— {(O:>Q)\/(((’):>P)/\(P:>Q)>}

= [(O:>Q) ((O:>P) (7?:>Q)>}
= [ )v(P\/O v(QvTD))]
= Qv(’))v(??/\(’) \/(@MZD))]
= [(Q\/O)\/((PAO)\/(@AP))]

Alinsi, pour montrer que la proposition R est vraie, il suffit de montrer que toutes ses valeurs
de vérité sont égales a 1. On a :

O JoloJoJol1]1]1]1
P Jolof1][1]lo]of1]1
o |of1lof1]ol1]o]1
ovolt1]1]1l1]lol1l0]1
PAOlOlO]O]O]1]1]0]0O
QAP |0O]0O|1]l0/0]|0]1]0
R 11111 ]1]1]1

ce qui montre la véracité de R, donc la transitivité de I'implication.
O
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M. Mechab 1.2 Propriétés des opérations logiques

Propriété 1.7 Etant données deux propositions logiques P et Q, alors
P<= Q)<= [(P= Q) A (Q = P)]
Preuve : Comme :

(P= Q) A (Q=P)] <= (QVP)A(PVQ)

en utilisant la table de vérités suivante :

P ofof1]1

Q ol1]o]1

P 1[1]o0]o0

Q 110110
QVP 111101
PV 11011
(QVP)A(PVQ)|[1]0]0]1
PAQ olofo0]1
PAQ 1{oflo]o
(QAP)V(PAQ)[1]0]0]1
P<— Q 1101011

on déduit que

[P Q] < [(P = Q) A (Q = P)]
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Chapitre

ELEMENTS DE LA THEORIE DES
ENSEMBLES

2.1 Les Ensembles

Définition 2.1 On appelle ensemble E toute collection d’objets, appelés éléments de [’ensemble
E. Si le nombre de ces objets est fini, on Uappelle cardinal de E et on le note card(FE), si E
possede une infinité d’éléments, on dit qu’il est de cardinal infini et on note CardE = .

St un objet x est un élément de E, on dit que x appartient a E et on note x € E. Si x n’est
pas un €lément de E, on note v € E.

Pour définir un ensemble,
— ou bien on connait la liste de tous ses éléments, on dit alors que I’ensemble est donné “par
Extension”,
— ou bien on connait seulement les relations qui lient les éléments et qui nous permettent
de les retrouver tous, on dit alors que I’ensemble est donné par “ Compréhension”.
— Pour représenter un ensemble F, on met les objets qui forment ’enlemble entre deux
accolades.

Exemple 2.1
—  Soit A l’ensemble des étudiants de premiére année SETI (Sciences Exactes, Technologie
et Informatique). On ne connait pas tous ces étudiants mais on peut bien les retrouver,
donc A est un ensemble donné par compréhension.

- Soit B={1,3,a,y,7,0}. B est défini par extension, car on connait tous ses éléments.
Le cardinal de B est égal a 6 (card(B) =6).

— Il arrive de représenter un ensemble par un diagramme de Venn'.

Venn John : mathématicien et logicien britannique, (Hull 1834 - Cambridge 1923). Célébre pour avoir
concgu ses diagrammes qu’il présenta en 1881, lesquels sont employés dans beaucoup de domaines, en théorie
des ensembles, en probabilité, en logique, en statistique et en informatique. Elu membre de la Royal Society en
1883.
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ELEMENTS DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

3

L’ensemble E = {a,Od,v, A, 3}.

L’un des axiomes de la téorie des ensembles, est que :

Il existe un ensemble, appelé I’ensemble vide et noté (), qui ne contient aucun
élément.
On a alors Card(0) = 0.

Un ensemble contenant un seul élément est appelé “Singleton”, donc de cardinal égal a 1.

2.1.1 Les quantificateurs

On utilise les symboles suivants :
1. 3 le quantificateur existentiel. On écrit dz pour lire “I] existe x”.
2. ¥V  le quantificateur universel. On écrit V x pour lire “Pour tout x”.

3. On écrit Az pour lire “1l existe un unique x”.

En utilisant ces quantificateurs, pour A un ensemble on a :
- A=0<=Vr(z g A)

A est un singleton <= 3Jlz(x € A)
= ((xeA)/\ (Vy(yEA:>y:x)>>

2.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 2.2 On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou que A est une
partie de l’ensemble B, ou que A est un sous ensemble de B si tout élément de A est un élément
de B. On note A C B et on a formellement :

ACB<=Vzz(re A=z € B)
Quand A n’est pas une partie de B, on note A ¢ B et on a formellement :

AZ B<=Jz((r € A)AN(x & B))
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M. Mechab 2.1 Les Ensembles

L’ensemble de toutes les parties d” un ensemble A est noté P(A). =

Exemple :  Soit A = {a, «, O}, alors
P(4) = {0.{a}{a}. {0} {a, o} {a, O} {a, O}, 4}
Propriété 2.1 Soit A un ensemble, alors ) € P(A) et A € P(A).

Définition 2.3 Soient A et B deux ensembles, on dit que A est égal a B, on note A = B, s’ils
ont les mémes éléments.

Formellement on a :
A=B <— (‘V’:B(xeA(:>$€B)>

— ((ACB)A(BCA))

2.1.3 Opérations sur les ensembles

Définition 2.4 Soient A et B deux ensembles.
— On appelle intersection de A et B, l’ensemble, noté ANB, des éléments de A appartenant

aussi a B.
— On appelle réunion de A et B, ’ensemble, noté AU B, des éléments de A et de ceux de

B.

Formellement, on a :
ANB={x; (x € A) A (z € B)}.
AUB={xz; (x€ A)V (z € B)}.

Exemple 2.2 Soient A ={a,c,1,5,«,v,0} et B=1{(,n,7,a,z,z2}, alors :

ANB={a,v} et AUB={a,c1,5«a,~v0/Cnzz}

Propriété 2.2 Soient A et B deux ensembles, alors
- (ANnBCAAN(ANBC B)
- (ACAUB)A(BCAUB)

Si Z € P(A), on note :

- ﬂY:{x; VYeZ xzeY)}.
vez

- JY={s @yez zeY)}

YeZ

2L’ensemble de tous les ensembles n’existe pas.
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ELEMENTS DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Définition 2.5 Si AN B =), on dit que A et B sont deux ensembles disjoints, et si de plus
E = AUB, on dit que A est le complémentaire de B dans E, ou que A et B sont deux ensembles
complémentaires dans E, et on note :

On note aussi :
A=F\B

En d’autres termes,

Propriété 2.3 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A
dans E Uensemble CpA des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Formellement on a :

BEA:{er; ng}

Avant de donner un exemple, on remarque que si F est un ensemble alors ) C E et

Vzx e E, x¢0), donc : Cel=FE.

Exemple 2.3 Soient E = {1,@,04,3,[,7, D,ﬁ,&,ﬁ} et A= {1,@,04,*}, alors :

Cpd = {3,z,%m,e,.y.}

Propriété 2.4 Soient E un ensemble et A et B deux parties de F, alors :
1. Ac B<=[zB c(zA.
2. Cp (CgA) = A.
3. Cg(AnB)=CzA |J CxB
4. Co(AUB) =CuA () CuB

Preuve :
1. Ona
ACB <= Ver<(xeA):>(xeB)>
<— Vz€eEFE ((m ¢B)—=— (v & A)) Contrapposée de I'implication
<~ Vz€eE <(xEEEB):>(xEEEA))
«— [zBcCCzA
donc

ACB<:>BEBCCEA
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2. Soit x € F, alors

— (zelpA)
— (¢ A
— (ze A
donc
Cr (Cod) = A
3. Soit x € E, alors
r€Cg(ANB) < 2¢ANB
— (¢ A)V(x¢&B)
< (.QTEEEA)\/(.CEEEEB)
< z¢€(pAuUCgB)

donc

4. Soit x € E, alors

v €lp(AUB) < ¢ AUB
— (¢ A)N(z¢DB)
< (v €CgA)A(x€CgB)
< z¢€(pAnCyB)
donc
O
De la premiére propriété on déduit que : CekE=0.

Définition 2.6 On appelle partition d’un ensemble E, toute famille F C P(E) telle que :

1. Les éléments de la famille F sont disjoints deux a deuzx, c’est a dire
VA BeF, AnB=10

2. La famille F recouvre l’ensemble E& ou que F est un recouvrement de E, c’est a dire

JAa=E

AeF

Propriété 2.5 Soit E un ensemble, alors pour toute partie A de EE, F = {EEA,.A} est une
partition de E.

Exemple 2.4 Soit E ={1,a,(,3,b,¢,d,a, 3,7}, alors :
F= {{a,v}, {d,a, B8}, {c, 1}, {3,¢}, {b}} est une partition de l’ensemble E. O
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Définition 2.7 Soient A et B deux ensembles non vides, on note A x B [’ensemble des couples

ordonnés (z,y) tels que x € A ety € B. Il est appelé produit cartésien® des ensembles A et B.
On convient que

V(z,y), (@y) €AxB, (z,y)=(2y) <(x =) A (y= y’))-
Exemple 2.5 Soient A = {1,57 D} et B= {a,a,&,@,ﬁ}, alors

AxB = {(1,0),(5,0),(9,0),(1,0), (5,0), (0,0), (1, &), (5, %), (T, ).
(1,9), (5,9), (0,9), (1, &), (5, ), (0, &)}
BxA = {(a1),(a5),(a,0),(1),(5) (@0),®1),(&5) (&0),
(©,1),(©,5), (9,0, (A, 1), (#,5), (4,0 }
Remarque 2.1 A x B =B x A si et seulement si A = B.

2.2 Applications et Fonctions

Définition 2.8 On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F', toute correspon-
dance f entre les éléments de E et ceur de F' qui a tout élément x € E fait correspondre un
unique élément y € F noté f(x).
— y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédant de y.
— On représente 'application f de E dans F par f : E — F. E est appelé ensemble de
départ et F' ’ensemble d’arrivée de l’application f.

Une correspondance entre F et F' est représentée par :  f: E ~» F

Une application f entre E et F' est aussi représentée par :
f: B — F
z — f(z)

Formellement, une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si
et seulement si :

Vi, o' € E ((x = 2') = (f(z) = f(2') )).

Exemple 2.6 L’application Idg : E — FE telle que
Vo ek, ldg(z) ==z

est appelée application identité sur F.

SDESCARTES René : Philosophe, physicien et mathématicien frangais (La Haye 1596-Stockholm 1650). 11
créa algébre des polynomes , avec Fermat il fonda la géométrie analytique. Ennonga les propriétés fondamentales
des équations algébriques et simplifia les notations algébriques en adoptant les premiéres lettres de I'alphabet
pour désigner les constantes et les derniéres lettres pour désigner les variables. Publia “Le Discours de la
méthode”, qui est une référence pour le raisonnement logique. Découvrit aussi les principes (régles) de I'optique
géométrique.
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Exemple 2.7 Soient E et F' deux ensembles non vides et a un élément de F, alors la corres-
pondance [ de E dans F' définie par :

Ve e E, T~ a

est une application dite application constante.

Exemple 2.8
be oj
de '3
ae Y64
ce .E ."}/
ce oK

Cette correspondance n’est pas une application car il existe un élément d € E qui n’a pas d’image
dans F.

Exemple 2.9
be .ﬂ
d. ae .6 [ Jo'%
ce of
ce or *7

Cette correspondance n’est pas une application car il existe un élément a € E qui a deuxr images o
et 6 dans F.

Exemple 2.10

be o3
de ')
ae [ 167
o/
ce o7y
ce [
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Cette correspondance est une application malgré qu’il existe des éléments de F' qui n’ont pas d’an-
técedents dans E et plusieurs éléments de E qui ont une méme image dans F.

Définition 2.9 On dit que deux applications f et g sont égales st :
1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F'.
2. VYxekE, f(z)=gx).

Exemple 2.11 On considére les applications suivantes”

f+r R — R g: R — IR, h: Ry — IR k: Ry — R4

xr — 2 xr — 22 xr — x? r — 2

alors :
f # g, car elles n’ont pas le méme ensemble d’arrivée.

f # h, car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.
f # k, car elles n’ont pas ni le méme ensemble de départ ni le méme ensemble d’arrivée.

Définition 2.10 On appelle graphe d’une application f : E — F, ’ensemble

Ff = {(x,f(:z:)), LS E}

En fait, la définition d’une application f revient a la donnée d'un sous ensemble I'y de £/ x F’
tel que

V). @) ey, (@) =(@y) = a=2)

2.2.1 Composition d’applications

Définition 2.11 Soient f : E — F et g: F — G, on note g o f lapplication de E dans G
définie par :
Ve € E, gof(z)=yg(f(z))

Cette application” est appelée composée des applications f et g.
Exemple 2.12 FEtant données les applications

f : R — IR+ qg: IR+ — IR+

t
r — g2 ° r — 2
alors
gof: R — R, t feg: Ry — R,
o (a:2)3 — 26 € r (1;3)2 — 26

1l est claire que .

4IR est I’ensemble des nombres réels.
® go f est une application car pour =, 2’ € E, si # = 2’ alors f(x) = f(2') car f est une application et
comme g est une application alors g(f(z ) = g(f(z)), donc go f(z) = go f(a).
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2.2.2 Restriction et prolongement d’une application

Définition 2.12 FEtant donnée une application f : E — F.

1. On appelle restriction de f a un sous ensemble non vide X de E, Uapplication g : X — F
telle que
Ve e X, g(z)=f(z)

On noteg:f/X.

2. Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement de 'application f a
l’ensemble G, toute application h de G dans F telle que f est la restriction de h a E.

D’aprés cette définition, f est un prolongement de f /X a k.

Remarque 2.2 Si F' n’est pas un singleton, alors le prolongement de f n’est pas unique.

Exemple 2.13 Etant donnée ’application
fr R — 1R

r — logx

alors

g: R — R et h: R — R

r — log|z| r — log(2|z| — )

sont deuz prolongements différents de f a IR.

2.2.3 Images et images réciproques
Définition 2.13 Soient AC E et M C F.
1. On appelle image de A par f, l'ensemble des images des éléments de A noté :

f(A) ={f(x), ze A} CF

2. On appelle image réciproque de M par f, [’ensemble des antécédents des éléments de M,
noté
f'M)={zxcE, flxycM}CE

Formellement on a :

VyeF, (yef(A) — e A, yzf(x))
VzeeE, (xef‘l(M) = f(m)EM)

Remarque 2.3 FEtant données deux applications f : E — F et g : F' — G, alors on peut
définir Uapplication composée go f : E — G, si f(E) C F'.
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Ezxemple 2.14 Soient

f: R — R ot h: Ry — R
r — a? xr — logzx

alors h o f est définie par :
hof: R — 1R

r — loga?
Proposition 2.1 Soient f: E — F, A, BC E et M, N C F, alors
f(AUB) = f(A)U f(B)
2. f(ANB) C f(A)N £(B)
8. fTHMUN) = f~Y(M)U fH(N)
4. [THMAON) = f{(M)n fH(N)
5 1 (CpM) =Cpf(M)

~

f.reg;’i?c y € F, alors
ye€ f(AUB) < drx e AUB; y= f(x)
> EI:E[((:BEA) ($€B)> <y:f( ))]
= | (wean(y= <w>>)v(<xeB> (y= 1)) |
— [3x<(x€A )))]\/[ <xEB/\y—f($)))}
= (ye f(A)V (yef(
= ye€ f(AUf(B)

C

ce qui montre que f(A

B) = f(A)U f(B).

2. Soit y € F, alors

ye€ f(ANB) < Jrxe€ ANDB; y= f(x)
— T(@eA)r@eB) A=)
= [((:UEA = f(x) ) (x € B)A f(x)))}
— [EIQ;((:EGA flz )] [ < ny(JS)))}
= (e f(A)A (yef(
— ye f(AN[f(B)
ce qui montre que f(AN B) C f(A)N f(B).

3. Soit z € F, alors
re fT{(MUN) flx) e MUN
(f(x) € M) v (f(x) € N)
(x e f*l(M)) v (x € f*l(N))
z€ [T (M)U fTH(N)

1ty
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ce qui montre que f~H (M UN) = f~Y{(M)uU f~1(N).

4. Soit x € E, alors
z€ f~HMNN) flx)e MNN
(f(:z:) c M> A (f(x) c N>
(x € f*l(M)) A (:v e f*l(N))
7€ M) FLN)

ce qui montre que f~Y(M NN) = f~YM)n f~YN).

1e ey

5. Soit z € F, alors

ze f7(CrM) f(z) e CpM
(fl@) e F) A (f(x) ¢ M)
(a: € E> A <x & f_l(M)>
x € Cpf~Y(M)

rete

ce qui montre que f~' (Cp) =Cpf~(M).

Remarque 2.4 Les ensembles Cpf(A) et f (CEA) ne sont pas toujours comparables.

Exemple 2.15 Soient £ = {a,ﬁ,%ﬁ}, F = {6,{,@,} et Uapplication f : E — F définie
par :

fla)=fB)=L et fly)=[(#)=¢
On considere ’ensemble A = {a,y}, alors
- s ={ec) et Lrfa) = {9)

- Cod={5.} et fCoa)={0c}
donc Crf(A) ¢ f(CxA) et f(CpA) ¢ Crf(A), c’est a dire que Crpf(A) et f(CpA) ne sont

pas comparables dans cet exemple.
O

On peut prendre le deuxiéme exemple suivant.
Exemple 2.16 Etant donnés E = {-3,—-2,-1,0,1,2,3,4}, F ={-1,0,1,2,4,5,9,10,16} et
Uapplication f: E — F définie par :

Ve eE, f(r)=2"

On considére Uensemble A = {0,1,2,4}, alors CgkA = {-3,-2,-1,3}, f(A) = {0,1,4,16},
f(CpA) ={1,4,9} et Cpf(A) = {-1,2,5,9,10}, donc

Crf(A) ¢ f(CpA) et f(CgA)  Crf(A),
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c’est a dire que Cpf(A) et f(CgA) ne sont pas comparables.

Mais si on prend B = {—2,—1,0,1,2}, alors :
CeB ={-3,4}, f(B) ={0,1,4}, f (CgB) = {9,16} et Cpf(B) = {-1,2,5,9,10,16}

donc

/ (CEB) cCrf(B) .

2.2.4 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 2.14 On dit que :
1. f est injective si tout élément de ' posséde au plus un antécédant.
2. [ est surjective si tout élément de F' posséde au moins un antécédant.

3. f est bijective si elle est injective et surjective

La premiére propriété est équivalente a dire que deux éléments distincts de E ne peuvent pas
étre des antécédents d’'un méme élément de F', ce qui revient formellement a :

[ injective <=V z, 2/ € B, (x # 2/ = f(x) # f(2'))

En prenant la contrapposée de I'implication, dans la deuxiéme proposition de cette équivalence,
on obtient

f injective <=V x, 2/ € B, (f(x) = f(2!) = 2 =2')

De méme

f surjective <=VyeF, Jx € E, f(z)=y

d’ou on déduit :

f bijective <=V yeF, AzelF; f(z)=y.

L’application réciproque

Proposition 2.2 Une application f : E — F est bijective si et seulement si il existe une
unique application g : ' — E  telle que

fog=1Idr et gof =Idg.

On dit que f est inversible et g, notée f=1, est appelée “Vapplication réciproque” ou “Vappli-
cation inverse” de f.
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Preuve :
I.) Supposons qu’il existe une application g : FF — E telle que

fog=1I1dr et gof = Idg.

Montrons que f est bijective.

1. Soit y € F, comme fog = Idp alors fog(y) = y, par suite il existe z = g(y) € E tel que
f(z) =y, ce qui montre que f est surjective.

2. Soient z, ¥’ € E, comme gof = Idg alors gof(x) = x et gof(x') = 2/, par suite :

f(x)=f(') = g(f(x))=g(f(z')) car g application
= gof(z) = gof(z')

ce qui montre que f est injective.
De 1. et 2. on déduit que f est bijective.

I1.) Supposons que [ est bijective.
Construisons 'unique application g : FF — E telle que

fog=1dr et gof =Idg.

f étant bijective, alors : Vy € F, Az € E; y= f(x).
Ainsi, & tout élément y € F', on fait associer un unique élément = € E, qu’on notera g(x), tel
que f(z) = y. On définit ainsi une application

g:. F — FE
y — gly) ==

Montrons que fog = Idr et gof = Idg..

1. Soit y € F, alors g(y) = x, avec f(x) =y, donc

fogly) = flg(y) = f(z) =y,

ce qui montre que : fog= Ildp.
2. Soit x € E, alors pour y = f(z) on a g(y) = x, par suite

go f(x) =g(f(x)) =gy) =z,

ce qui montre que : go f = Idg.
3. Montrons 'unicité de g. Soit ¢, : F' — FE vérifiant les deux propriétés précédentes,
alors pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x), donc

91(y) = (f(x)) = gro f(x) = Idp(x) = go f(x) = g(f(z)) = g(y)

ce qui montre que g; = g.
O
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Exemple 2.17 On considére l’application

f: R\{2} — F

€T e

avec F' un sous ensemble de IR.
Déterminer F pour que 'application f soit bijective et donner application inverse de f.

Montrer que f est bijective revient a examiner l'existence de solution de l’équation
y = f(x), pour tout y € F.

Soit y € F, alors

r+5
= P =
y=f(z) y=—
— ylx—2)=x+5
— yr—r=05+2y
— z(y—1)=5+2y
542
= _ 2ty iy#1
y—1
ce qui montre que :
5+ 2
vy eR\{1}, o= y=fl)
e e . 5+ 2y
pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = 1 e R\{2} 7.
y j—
On a:
542
'%fzz — 542 =20y-1)
y J—
<= 5= -2 ce quiest impossible
o+ 2y

ce qui montre que

1 € IR\ {2}, par suite :

YyeR\(1), A= T ER\(2E y= /@)

donc f est bijective si F' = IR\{1} et l'inverse de f est :

70 R\{1} — R\{2}
y 5+ 2y

y—1
O

Remarque 2.5 Il est clair que si [ est bijective, il en est de méme de f~' et on a (f~1)71 = f.
On dit que [ est une bijection entre E et ' et que E et F' sont deux ensembles équipotents.

Proposition 2.3 Soient f: E — F et g: F — G, alors
1. (f injective ) A (g injective ) = (g o f injective ).
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2. (f surjective ) A (g surjective ) = (g o f surjective ).
3. (f bijective ) A (g bijective ) = (g o f bijective et (go f)™' = ftog™).

Preuve : Onagof: FEF — G.

1. Supposons f et g injectives et montrons que g o f est injective.
Soient x, =’ € F, alors :

r#2 = f(x)# f(2') car f injective
— g(f(x)) #g(f(z") car g injective

— gof(x)#go f(z)
ce qui montre que g o f est injective.
2. Supposons f et g surjectives et montrons que g o f est surjective.

Soit z € G, g étant surjective, il existe y € F tel que z = g(y), comme y € F et f est surjective
alors il existe x € F tel que y = f(x), donc z = g(f(x)) et on déduit que :

VzeG,Jx e E;, z=go f(x)

ce qui montre que g o f est surjective.

3. De 1. et 2. on déduit que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

Montrons que (go f)™' = flog™!

D’aprés 2. , pour z € G, z = g(y), y = f(x) et z = go f(x), comme f, g et go f sont bijectives,
alors y = g7 4(2), x = f~(y) et z = (g o f)7!(2), par suite

Vee G, (go )M =a=f"y) =f"(g"(2) =Fog(2)
donc: (gof)t=f"log™L O

Remarque 2.6 Les réciproques de ces implications ne sont pas vraies, pour s’en convaincre il
suffit de prendre [’exemple suivant.
Etant données les applications suivantes :

f: R — IR
r — expx r — In(|z])
alors
gof: R — R
r —

est injective malgré que g ne le soit pas et go f est surjective malgré que f ne le soit pas.

En remplacement des réciproques des implications antérieures, on a :

Proposition 2.4 Etant données deux applications f : E — F et g : F' — G, telles que
F C F’', alors :

1. <gof injective) = f injective.
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2. <g of surjective) = g surjective.
3. St f(F)=F', alors (g of injective) = g injective.
Preuve : Comme F C F’, alors go f : E — G est bien définie.

1. Supposons que g o f est injective et montrons que f est injective. Soient x, ' € E,
alors
flz)=f(2)) = g(f(x)) = g(f(x’)) car g est une application

— goflz)=go f(z')
= =21 car g o [ est injective

donc :
Va, 2’ € E, (f(x)zf(m’)) = (mzx’)

ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que go f est surjective et montrons que g est surjective. Soit z € (G, alors
go f surjective = Jr € F; gof(x)==z
— dr € Ek; g(f(x)) =z
— y=[fle)el; gy =z
donc
VzeG, ye F; gly) ==
ce qui montre que g est surjective.
3. Soient f : E — F et g: F' — G, avec F' = f(FE). Supposons que g o f est

injective et montrons que g est injective. Soient y, y' € F' = f(F), alors il existe x, 2/ € F
tels que y = f(x) et y' = f(2'), donc :

9ly) =9(y) = g(f(l‘)) = g(f(fﬂ’))
= go f(x)=go f(z))
= x=2a' car go [ est injective
— f(xz) = f(2/) car f application
— y=v

ce qui montre que g est injective.

2.2.5 Fonctions

Définition 2.15 On appelle fonction de E dans F', toute application f d’un sous ensemble
Dy C E dans F. Dy est appelé “Ensemble de définition de f”.

Remarque 2.7 Toutes les notions données pour les applications peuvent étre adaptées pour
les fonctions.
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Relations binaires

Définition 3.1 On appelle relation binaire, toute assertion entre deux objets, pouvant étre
vérifiée ou non. On note TRy et on lit “x est en relation avec y”.

Définition 3.2 FEtant donnée une relation binaire R entre les éléments d’un ensemble non vide
E, on dit que :

1. R est Reflexive <=V x € E (zRx),
2. R est Transitive <=V z, y, z € E ( ((a:Ry) A (sz)) == (a:Rz))

3. R est Symétrique <=V z, y € £ < (zRy) = (yRx) )

4. R est Anti-Symétrique <=V z, y € £ < <($Ry) A (ny)) ==y >

3.1 Relations d’équivalence

Définition 3.3 On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’équiva-
lence si elle est Réflerive, Symétrique et Transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble FE.

Définition 3.4

— On dit que deux éléments x et y € E sont équivalents si xRy.
On appelle classe d’équivalence d’un élément x € E, l'ensemble : & ={y € E; xRy}.
x est dit un représentant de la calsse d’équivalence .
On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, I'ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E. Cet ensemble est noté E R

L’application s de E dans E/R telle que pour tout x € E, s(x) = &, est appelée “surjection
canonique” de E sur E/R

Exemple 3.1 Etant donné E un ensemble non vide, alors

’L’egalité est une relation d’équivalence dans F
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Exemple 3.2 Dans R on définit la relation R par :
Vr, yeR, Ry <= 12 —1=¢y>—1

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner l’ensemble quotient R/i)‘i'
1. R est une relation d’équivalence.

1) R est une relation Reflexive, car d’aprés la Réflexivité de ['égalité on a :
Vo, yeR, 2> —1=2?—1,

donc
Vz, yeR, TRT

ce qui montre que ‘R est une relation Réflexive.

1) R est une relation Symétrique, car d’aprés la Symétrie de l’égalité on a :
Vo, yeR, 2Ry <— 2*-1=9*-1
> Yy —1=2?—-1 -carl’égalité est symétrique
<~ YRz

donc
Vo, y R, rRr < YRz

ce qui montre que R est une relation Symétrique.

1) R est une relation Transitive, car d’apres la Transitivité de [’égalité on a :

Vo, y, z€R, (#RyY)AWRz) = @ —-1=y*-1)A(HP-1=22-1)
= (2?2 —1=22-1) car l'égalité est Transitive.

= (20y) (+MRy)

donc
Va, y, z € R, (zRy) A (YRz2) = (2Ry)

ce qui montre que R est une relation Transitive.
De1) , 1) et1ll) , on déduit que R est une relation déquivalence.

2. Déterminer l’ensemble quotient R/‘ﬁ'

Soit x € R, alors :
Vy € R, TRy 2 —-1=9>-1
22 —y* =0
(z—y)(z+y) =0
(y=2)V(y=—x)

Ny

donc : & ={x, —x}, par suite

R/D‘{ = {{x, -z}, T € ]R}
O
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Propriété 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E, alors

Va, y€E, (jni=0)V (=i

Preuve : Soient z, y € F, supposons que y Nz # () alors il existe z € y Nz, donc 2Ry et
ZRx.

Montrons alors que y = .

Soit u € &, alors

((qu) A (sz)) A (2Ry)
comme R est symétrique et transitive, on déduit que
(uRz) A (2Ry)

et de la transitivité de R on déduit que uRy, par suite u € ¥, ce qui montre que & C y.
De la méme maniére, on montre que y C &, ce qui termine la preuve de la propriété.

De cette propriété on déduit que :

E/R est une partition de ’ensemble FE.

Exemple 3.3 Soient E et F' deux ensembles non vides et f : E — F', on définit la relation
binaire R sur E par :

Vo, y € B, TRy <= f(x) = f(y)

alors R est une relation d’équivalence sur F.

Preuve :

1. R est réflexive, car f étant une application alors : Vx € E, f(x) = f(x), donc
Ve e E, TRx.

2. 'R est transitive, car pour tous x, y, 2z € F on a:

F@) = 1) L
ﬂwzﬂ@}zﬁﬂﬂ‘ﬂ)

ce qui montre que :
Ve, y, z € E, ((mRy) A (sz)> — (2Rz).
3. 'R est symétrique, car pour tous z, y € F,
f@)=fly) = fly) = f(z)

donc
Ve, y€ E,  (2Ry) = (yRxz)

ce qui montre que la relation binaire R est une relation déquivalence. O
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3.1.1 Décomposition d’une application
Etant donnée une application f : E — F', on note F /R le quotient de E par la relation

R et pour toute classe & on pose f(m) = f(x), alors :
f est une application de E /R dans F' injective et le diagramme suivant est commutatif.

E F
v / f()

E|R
Décomposition de 'application f.

En effet :

1. Montrer que f est une application revient a montrer que f(m) ne dépend pas du repré-
sentant de la classe .
Soient x, y € F tels que & = g, alors xRy, donc f(x) = f(y), par suite :

donc :
Vi, geBip, (@=9) = (J@) = 7))
ce qui montre que fest une application de E /R dans F.

2. Montrons que f: E/R — F est injective.
Soient =, y € E/R’ alors

(f@)=7@) < f@)=fw
—= TRy
— T=1q d’apreés la propriété 3.1

ce qui montre que fest injective.

3. Le diagramme est commutatif car :

VeeE,  f(z)=[(&)=[f(s(z)) = fos(z)

donc

O
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3.2 Relations d’ordre

Définition 3.5 On dit qu’une relation binaire R sur E est une relation d’ordre si elle est
Réfiexive, Transitive et Anti-Symétrique.

Dans la littérature, les relations d’ordre sont souvent notées <.
Si z <y, on dit que x est inférieur ou égal a y ou que y est supérieur ou égal a x. On dit
aussi que z est plus petit (ou égal ) que y et y est plus grand (ou égal) que x.

Définition 3.6 Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont comparables si :
=y ou Y=z

2. On dit que = est une relation d’ordre total, ou que E est totalement ordonné par <, si
tous les €éléments de E sont deux a deux comparables. St non, on dit que la relation < est
une relation d’ordre partiel ou que E est partiellement ordonné par <.

Exemple 3.4 Etant donné E un ensemble non vide, alors

L’egalité est une relation d’ordre dans F

1l est évident que

’Si E n’est pas un singleton, L’egalité est une relation d’ordre partiel dans E‘

Exemple 3.5 Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére, sur E = P(F), la relation
binaire “C”, alors :
I) “C” est une relation d’ordre sur E.

1. “C” est Réflexive, car pour tout ensemble A € P(A), on a A C A,
2. “C” est Transitive, car pour tous A, B, C' € P(A),

(ACBYA(BCCO) — Vx(((xeA):(xeB))/\((mEB):(xEC)))
= V:U((x €A = (z € C)) car => est transitive
= (ACC).

3. “C” est Anti-symétrique, car pour tous A, B € P(A),
(ACB)AN(BCA) <= A=DB

De 1), 2) et 3) on déduit que “C” est une relation d’ordre sur E.
IT) L’ordre est-il total ?

i) SiF=0,alors E={0}etona:VYA BeE, A= B =1, donc
VA, B€FE, ACB

Le Cours d’Algébre. -35- Par 9. 9Mechab



Relations binaires

ce qui montre que [’ordre est Total.
ii) Si F est un signgleton, alors il existe a tel que F' = {a} et E = {(B, {a}}, donc pour
tous A et B dans E on a

((A=0)v(A={ah) A ((B=0)V(B={a})

donc

VA, Be E, ((AcB)v(BcA))

ce qui montre que [’ordre est Total.
iii) Si F' contient au moins deux éléments distincts a et b, alors

JA={a}, B={bl € E; (AZ B)A(B¢ A)

donc A et B ne sont pas comparables, par suite “C” est une relation d’ordre partiel dans E.
O

3.2.1 Plus petit, Plus grand élément

Définition 3.7 Soit (E, =) un ensemble ordonné et A € P(F).
1. On dit que m € A est le plus petit élément de A si

VyeA(m=<y)
2. On dit que M € A est le plus grand élément de A si
VyeA(y=M)
Exemple 3.6 Dans Z* on définit la relation < par *
Vn, meZ", njm@(ﬂkEZ;mzk.n)
I.  Montrer que <X est une relation d’ordre.
1) = est une relation Reflexive, car :
VneZ', dk=1€Z; n=kn

donc
VneZ, n=n

ce qui montre que = est une relation Reflexive.

In < m sin divise m.
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11) = est une relation Anti-Symétrique, car : ¥ n, m € Z*,
(n < m) A (m = n) <= (Elkl €EZ; m= kl.n> A (Elkz €Z; n= kg.m>
— <3k1 €Z: m= kl.n> A (akz €Z: n= k’g.m> A (m _ kle.m)
— (Elkil €EZ; m= kl.n> A (Elkfg €EZ; n= kg.m> A (klk‘g =1, carm# O)
= m=mn, car Vky, ky €Z, (l{:le:l:k’l:ng:l)

donc
Vn, meZ", (njm)/\(mjn)ﬁm:n

ce qui montre que = est Anti-symétrique.

1) =< est une relation Transitive, car : ¥Yn, m, p € Z*,
(njm)/\(mjp) <
—

—

dky € Z; m = k’l.n> A (Elkrg el; p= k‘g.m>

(
<3k; —kks €7 p= k:n)
n=p

ce qui montre que = est Transitive.
De1) , 11) et111) , on déduil que = est une relation d’ordre.

II.  L’ordre est-il Total ¢
L’ordre est partiel, car si on considére n =2 et m = 3, alors n et m ne sont pas comparables.

III.  Pour cette relation d’ordre, Z* a-t-il un plus petit élément ou un plus grand élément ¢

1) 1l est clair que 1 est le plus petit élément de Zx, car
VneZ, dk=neZ, n=kl

donc
VneZ*, 1=<n

1) Z* n’a pas de plus grand élément, car :
VnelZ, Im=2necZ;5 n=<m
V.  Soient A— { — 920, —18, —14, —10, —6, 2} et B— { _ 42,2, 3, 6, 7}, donner le
plus petit et le plus grand élément respectivement de A et de B s’ils existent.
a) 2 est le plus petit élément de A, car il divise tous les autres éléments de A, donc :
VneA, 2=3n

b) A n'a pas de plus grand élément, car il n’y a pas dans A un élément qui est divisible
par tous les autres éléments de A.
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c) B n'a pas de plus petit élément, car il n’y a pas dans A un élément qui divise tous les
autres éléments de A.

d) —42 est le plus grand élément de B, car tous les éléments de B divisent —42, donc
VneB, n=x-—42.

V.  Pour cette relation d’ordre, Z*\{1} a-t-il un plus petit élément ¢

Z\{1} n’a pas de plus petit élément, car pour tout n € Z*\{1} :

- Si n est pair alors il nest pas divisible par les nombres impairs différents de 1, donc il
n'est pas plus petit que ces nombres, par suite n n’est pas le plus petit élément de Z*\{1}.

- Sin est impair alors il n’est pas divisible par les nombres pairs, donc il n’est pas plus petit
que ces nombres, par suite n n'est pas le plus petit élément de Z*\{1},

ce qui montre que Z*\{1} n’admet pas de plus petit élément par rapport a cette relation d’ordre
<.

O

Propriété 3.2 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € P(A) alors si A posséde un plus petit
ou un plus grand élément, il est unique.

Preuve :  Soient m et m’ deux éléments de A, alors :

(m plus petit élément de A) m=m
? Anti—symetrie” ’
A = AN = m=m
(m/ plus petit élément de A) m=m

d’ou I'unicité du plus petit élément de A, s’il existe.

Le méme type de raisonnement nous montre 'unicité du plus grand élément de A, s’il existe.
U

3.2.2 Eléments Minimaux et éléments maximaux

Définition 3.8 Soit (E, =) un ensemble ordonné et A € P(E).

1. On dit qu’un €élément m € A est un élément minimal dans A s’il n’y a pas dans A un
élément plus petit que lui. Ceci est formellement équivalent a :

VycA(y=m=y=nm)

2. On dit qu’un élément M € A est un élément maximal dans A s’il n’y a pas dans A un
élément plus grand que lui. Ceci est formellement équivalent a :

Vye AM<y=y=M)
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Exemple 3.7 On reprend la relation inclusion et

A={{1,2,3},{0,4},{1,3,5},{1,5},{1,3},{5,3},{0,5,6,7}},

alors
1. Les éléments minimaux de A sont : {0,4}, {1,5}, {1,3}, {5,3} et {0,5,6,7}
2. Les éléments mazimauz de A sont : {0,4}, {1,2,3}, {1,3,5} et {0,5,6,7}.
3. A n’a pas de plus petit élément.
4. A n'a pas de plus grand élément.

Propriété 3.3 Soit (E, <) un ensemble ordonné et m, M € E, alors
1.  m plus petit élément de A = m est le seul élément minimal dans A.

2. M plus grand élément de A = M est le seul élément mazximal dans A.

Preuve : Immédiate.

PROBLEME : A-t-on les réciproques de ces propriétés ?

3.2.3 Borne Inférieure, Borne Supérieure

Définition 3.9 Soit (E, =) un ensemble ordonné, A une partie de E.
— On appelle minorant de ’ensemble A, tout élément m € E tel que

VeeA m=<zx
— On appelle majorant de ’ensemble A, tout élément M € E tel que
VeeA =M

— Le plus grand des minorants, s’il existe, est appelé Borne inférieure de A et noté inf A.
— Le plus petit des majorants, s’il existe, est appelé Borne supérieure de A et noté sup A.
— Si A posséde un minorant, on dit que A est Minoré,

— Si A posséde un magjorrant, on dit que A est Majoré,

— Si A posséde un minorant et un majorrant, on dit que A est Borné.

Remarque 3.1

1. Le plus petit (respectivement le plus grand) élément de A, s’il existe, est un minorant (res-
pectivement un majorant) de A. Par contre, un minorant (respectivement un magjorant)
de A peut ne pas étre le plus petit (respectivement le plus grand) élément de A, car il n’est
pas nécessairement dans A.

2. Si la borne inférieure ou la borne supérieure d’un ensemble A existe, alors elle est unique.
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3. Si E est totalement ordonné par =<, alors tout sous ensemble fini A de E admet un plus
petit éléments et un plus grand élément.

Exemple 3.8 Soient F' = {1,a,2,5,7}, l'ensemble E = P(F') ordonné par la relation C et
une partie A = {{a, 2},{2,5,7},1{1,2,v},{a, 2,5}, }, alors :

1. Les mimorants de A sont : () et {a}.

2. InfA = {a}.

3. A n’a pas de plus petit élément, car InfA ¢ A.
4. Le seul majorant de A est : F ={1,a,2,5,7}.
5 SupA=F.

6. A n’a pas de plus grand élément, car SupA & A.

Proposition 3.1 Soient (E, =) un ensemble totalement ordonné” et A et B deuz sous en-
sembles de E dont les bornes inférieures et supérieures existent, alors :
— sup(A U B) = max{sup A, sup B}
— inf(AU B) = min{inf A, inf B}
— sup(A N B) < min{sup A, sup B}
— max{inf A, inf B} < inf(A N B)
Preuve : Soient M = max{sup A,sup B} et m = min{inf A, inf B}, alors :
Ve(r€e AUB = (z€ A)V (x€B))
— (x XsupA)V (x <supB)
— (e =XM)V(z =2 M)
— (X M)
ce qui montre que M est un majorant de AU B.

Montrons que M est le plus petit des majorants de AU B.  Soit M’ un majorant de A U B,
il est évident que M’ est alors un majorant de A et de B, donc

(supA <X M')A (sup B < M')

par suite
max{sup A, sup B} < M’
d’ott on déduit que : M = sup(AU B).

La preuve des autres propriétés est similaire.

Remarque 3.2 La seule relation d’ordre et d’équivalence, a la fois, est la relation égalité.

20n a supposé que l'ordre est total pour assurer l'existence de max{sup A,sup B}, min{sup A4, sup B},
max{inf A, inf B} et de min{inf A, inf B}.
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STRUCTURES ALGEBRIQUES

4.1 Lois de Compositions Internes

Définition 4.1 On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un ensemble E, toute appli-
cation x: E X F — FE.
Un sous ensemble F' de E est dit stable par rapport a la loi x si :

Va, beF, axbeF

Exemple 4.1 Soit A un ensemble et E = P(A), alors l'intersection et la réunion d’ensembles
sont deux lois de compositions internes dans E car : VX, Y € P(A),

1. XNYcXcA
et on a

Vx,Q%LYUYzi(xeX)V(xGY):j<x€A>V<x€A>:$<x€A>

donc
2. XUY CA,
ce qui montre que ‘(" et “1J” sont des lois de compositions internes dans P(A).
O

Exemple 4.2 Soit F = {{a,b}, {a,c}, {0, c}} C P({a, b, c}), alors F' n’est pas stable par
rapport a ['intersection et la réunion, car :

X ={a,b}, Y ={a,c} € F; XNY ={a}¢F
3X ={a,b}, Y ={a,c} € F; XUY ={a,b,c} ¢ F

Définition 4.2 Soient x et o deux lois de composition internes sur E, on dit que :
1. x est commutative st : Y a, bEFE, axb=bxa

2. * est associative si : Y a, b, c€ E, (axb)*c=ax(bxc),
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3. x est distributive par rapport a e st : Y a, b, c € F,
x(bec)=(axb)e(axc) et (bec)xa=(bxa)e(cka)
4. e € E est un élément neutre o gauche (respectivement a droite) de la loi x si
VaeFE, exa=a (respectivementaxe=a)

Si e est un élément neutre a droite et a gauche de x on dit que e est un élément neutre
de *.

Exemple 4.3 Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére sur E les lois de composition
internes “ N7 et “ U7, alors il est tres facile de montrer que :

- “N7 et “U” sont associatives

- “N7et “U” sont commutatives

— (0 est I’élément neutre de U

— F est l’élément neutre de N

O
et on a :
Propriété 4.1 N est distributive par rapport a U et U est distributive par rapport a N
Preuve. Soient A, B, C trois éléments de £ = P(F'), alors pour tout z, on a :
re€AN(BUC) <= (zx€eAAN(xeBUC)
— (zeA)A ((mEB)V(xEC’))
— <(xEA xGB))\/((xGA)/\(xEC))
<— (re€ANB)V(xe AnC)
<~ z€(ANB)U(ANC)
ce qui montre que :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
et comme N est commutative, on déduit que N est distributive par rapport a U.
De la méme maniére on montre la distributivité de U par rapport a N.
O

Propriété 4.2 Si une loi de composition interne x posséde un élément neutre a droite € et un
élément neutre a gauche €”, alors ¢ = ¢€” et c¢’est un élément neutre de .

Preuve. Soit €, respectivement e”, un élément neutre a droite, respectivement & gauche,
de x, alors
e =e"xée  car € élément neutre & gauche de x

e’ =e"x€e car e élément neutre & droite de %
ce qui montre que €' = ¢”.
O
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Remarque 4.1 D’aprés cette derniére propriété, si = posséde un €lément neutre, alors il est
unique.

Définition 4.3 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E admettant un élément
neutre e. On dit qu’un élément a € E est inversible, ou symetrisable, & droite (respectivement
a gauche ) de % si

Jdd' € E, axd =e (respectivement a'xa = e)

et a’ est dit un inverse (ou un symétrique) a droite (respectivement a gauche ) de a.
S’il existe a’ € E tel que

adxa=axd =e

on dit que a est inversible (ou symetrisable) et a' est dit un inverse (ou un symétrique) de a
par rapport a x.

Remarque 4.2

— a est inversible (ou symetrisable) s’il est inversible a droite et a gauche de *.
— Le symétrique d’un élément n’est pas toujours unique

Exemple 4.4 Soit E = {a,b,~v}, on définit une l.c.i dans E par :

QR ||
Qe (R |

2L | o | *
=R

c’est a dire
1. axa=a, a*xb=0b, axy=7
2. bxa=0b, bxb=7v, bxy=a
3. gy*xa=7vy, g*xb=a, Yxy=a

On remarque que :
I. a est lélément neutre de *.

II.  Tous les éléments de E sont inversibles avec :
— 1) a est l'inverse de a,

— 11) v est linverse de b

— 111) b et 7y sont des inverses de 7.

Propriété 4.3 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E admettant un élément
neutre e, alors :

1. e est inversible (ou symétrisable) et son unique inverse (ou symétrique) est e.

2. Soit a un élément de E inversible (ou symétrisable) par rapport a la loi x et a’ un

inverse (ou un symétrique) de a, alors a' est inversible (ou symétrisable) et a est un inverse
(ou un symétrique) de a'.
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Preuve.
1. Soit 2’ € FE, alors

(a:’ est un inverse (ou un symétrique) de e) — (e x1 =12 xe= e) — (x' = e)
ce qui montre que le seul inverse (ou symétrique) de e est e lui méme.

2. Soit a € E un élément inversible (ou symétrisable) par rapport a la loi * et soit @’ € E
un unverse (ou un symétrique) de a, alors

axad =d xa=ce

d’ott on déduit que @’ est inversible (ou sysmétrisable) par rapport a la loi x et que a est un
inverse (ou un symétrique) de a'.
O

4.1.1 Unicité de I'inverse (du symétrique)

Propriété 4.4 Soit x une loi de composition interne dans E, associative et admettant un
élément neutre e. Si un élément x € E admet x1 un inverse (ou symétrique) a droite et xo un
inverse (ou symétrique) a gauche, alors x1 et xo sont identiques.

Preuve. Soient x; un inverse (ou un symétrique) a droite de x et x5 un inverse (ou un
symétrique) a gauche de z, alors

Txx1 =€ et TokxTr =¢€

donc
rT = €%

(x9 * ) * 11
xox (T *x1) car x est associative
To * €

—_= :L‘2

Remarque 4.3
— De cette propriété on déduit que l’associativité de la loi assure 'unicité du symétrique
d’un élément s’il existe
— D’apreés cette propriété on déduit que la loi définie dans ['exemple /. n’est pas associative.
Pour s’en convaincre, on remarque que :

(bxb)*xy=~v*xy=a et bx(bxy)=bxa=Db

donc
(bxb) %y #bx (bx~)

ce qui montre que la loi x n’est pas associative.
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Conventions : Etant donnée une loi de composition interne associative dans un ensemble F,
— Si la loi est notée 4+, son élément neutre est noté Og ou 0, et on parle du symétrique de

a qu’on note a’ = —a.
— Si la loi est notée multiplicativement, son élément neutre est noté 1z ou 1, et on parle

de l'inverse de a qu’on note a’ = a~ .

Avec ces conventions, si e est ’élément neutre d’une loi de composition interne x dans un
ensemble F, alors

e l=e (ou —e =e)

etona:Va, d € E,

(a’:a_1<:>a’*a:a*a’:e) ou <a’:—a<:>a’+a:a+a’:e)

Propriété 4.5 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E, associative et ad-
mettant un élément neutre e, alors si a et b sont deuz éléments inversibles (symétrisables) il en
sera de méme de (a*b) et on a :

(axb)t=b"1lxa™l

Preuves : Soient a, b € E deux éléments inversibles, alors

(axb)x(b1xa™) = (ax(bxb7'))xa™! (car x est associative.)
= (axe)xa™’

De la méme maniére on montre que
(b txa Hx(axb) =e
d’ott on déduit que (a xb) est inversible et que
(axb) P =b"lxa?
O

Définition 4.4 Soit x une loi de composition interne dans un nesemble E. On dit qu’un élé-
ment r € E est régulier o droite (respectivement a gauche) de x si

Vb, ce E, bxr=cxr=>b=c

(respectivement Vb, ce E, rxb=r*xc=— b= c)

Si r est un élement régulier a droite et a gauche de %, on dit que r est un élément régulier de
* dans F.
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Exemple 4.5 Soient F' un ensemble et E = P(F), alors ) est une élément régulier pour la
réunion dans E et F' est un élément régulier pour l’intersection dans E.

Propriété 4.6 Soit x une loi de composition interne associative admettant un élément neutre
e dans E, alors tout élément symétrisable dans (E,*) est régulier.

Preuve. Soit z € F un élément symétrisable dans E, alors 2! existe et pour tous a et
b dans F, on a :

1

a*xxr=bxx (axz)*xx™t = (bxz)*x~

—
= ax(zxx7t)=bx(zxx7!) car x est associative
— axe=bxe

— a=b

Ce qui montre que x est régulier & droite de *.
De la méme maniére on montre que = est régulier a gauche de *.
Il

Remarque 4.4 Si x est symétrisable a droite, respectivement a gauche, alors x est réqulier a
droite, respectivement a gauche de *.

4.2 Structure de Groupe

Définition 4.5 On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’un loi de composition
interne x tel que :

1. % est associative ;
2. % posséde un élément neutre e ;
3. Tout élément de E est symetrisable.

Si de plus * est commutative, on dit que (G,x) est un groupe commutatif, ou groupe Abélien’
Exemple 4.6 Un exemple illustratif de groupe abélien est (Z,+).

Exemple 4.7 On définit ['opération x par :

r+y
1+ a2y

Vo, ye]—1,1], xzxy=

Montrer que <} -1, 1[,*) est un groupe abélien.
1) % est une loi de composition interne dans | — 1, 1].

Soient z, y €] —1,1], alors
<|x| < 1) A <|y| < 1)

! ABEL Niels Henrik : Mathématicien norvégien (ile de Finnfly 1802-Arendal 1829). Algébriste, il créa la
théorie des fonctions elliptiques. Il est mort de tuberculose.
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donc
(loyl = Il Iyl < 1)
par suite
142y >1—|zy] >0
Ainsi
Va, yel—1,1] Ty <1 [z +yl <1
1+ ay 11+ 2y

[z +y| < [1+xy|
lr+y|<l4azy car 1+zy>0
—(14+zy) <zx+y<l+ay
r+y—1—2y <0
r+y+1+azy>0
r(l—y)+y—-1<0
{x(1+y)—|—y+1>0
(*){(l—y)(x—1)<0
(14+y)(z+1)>0

P 1oy

comme —1 < x, y <1, alors

<l—y>0>/\<x—1<0> et <1+y>0>/\<x+1>0>

donc

((1—y)(:c—1)<0)A<(1+y)(a:+1)>0),

d’ot on déduit que (x) est vraie pour tous x, y €] — 1, 1[, par suite :

r+y
Vz, y€|—1,1|, rxy| = <1
y €] [ |z %y ‘1 ey
ce qui montre que x est une loi de composition interne dans | — 1, 1].

2) % est commutative.
D’apres la commutativité de ['addition et de la multiplication dans R on a :

rT+y Y+
l+zy 1+yz

Va, y€]—1,1], THY = =y*xT

ce qui montre que * est commutative.

3) * est associative.
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Soient z, y, z €] — 1,1[, alors

Tty

(xxy)+ 2 1+xy+z
(xxy)*z = 1T (wry)z - T xty
txy)= 1+ z
14+ 2y
(r+vy)+ 2(1 + xy)
B 1+ 2y (v ty) + (14 ay)
(14 zy)+ (x +y)z (1+zy)+ (z+y)z
1+ a2y
Y+ rzt+ayz
14 aytrztyz
et on a :
. Y+ =z
rx(yxz) = 24 yx2) N e o 2
1+ z(y*z) 1+xy+2
14+yz
z(1+yz)+ (y+ 2)
B 1+yz ozl +y)+ (y+2)
(1+yz)+a(y+2) (1+yz) +2(y + 2)
149z
(x+ayz)+Ww+z)  w+y+ztayz
(1+yz)+ (zy + x2) l+zy+22+yz
en comparant les deux expressions on obtient :
Vo, y, z€]—1,1], (xxy)xz=x*(y*2)

d’ot on déduit que x est associative.

4)  x admet un élément neutre.
Soit e € R, alors

<e ¢lément neutre de *) = (Vx €l —1,1], e*xzx*ezx)

comme % est commutative et

x+e
1+ ze
— x4+e=uzx+2%
— e=21
— e(l1-2%)=0
= (e:O)\/(a:::Fl)

on déduit que e =0 €] — 1, 1] est l’élément neutre de *.
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5) Tout élément de | — 1, 1] est symétrisable.
Soient x €] — 1,1 et x € IR, alors

, x+
rxr —e <—— =0
1+ xax!
= x4+ =0
= i =-—x

comme x est commutative on déduit que tout élément x €] — 1,1] est symétrisable et son
symétrique est ' = —x €] — 1,1].

De 1), 2), 3), 4) et 5) on déduit que (] - 1,1], *) est un groupe abélien.

4.2.1 Groupes a deux éléments

Soit G = {a, b} un ensemble & deux éléments, définir toutes les lois de composition internes
dans G qui lui conférent une structure de groupe.

Soit * une loi de composition sur G, alors pour que (G, *) soit un groupe il faut que * soit
interne dans G et admette un élément neutre qui peut étre a ou b, donc * doit étre définie de
la sorte :

1. Sia est I’élément neutre de x, alors

- axa=a
- axb=b
- bxa=b

reste & définir b+ b, or pour que (G, *) soit un groupe il faut que tout élément soit inversible,
en particulier il faut trouver b=. Si on pose bx b = b, alors on remarque que

Vr € G, bxx #a

donc b ne sera pas inversible, ce qui nous ameéne a poser
—bxb=a
Ainsi, on a défini une l.c.i. dans G avec un élément neutre a, reste a voir si la loi ainsi définie
est associative. On a :
- (axa)xa=a*xa=ax*(axa)
-~ (axa)xb=axb=ax*(axb)
- (axb)xa=brxa=a*xb=ax(bxa)
— (axb)xb=bxb=a=a*xa=ax(bxb)
En remarquant que la loi est commutative on déduit que
-~ (bxa)xa=bx*(a*a)
— (bxa)xb=>bx*(axb)
ce qui montre que
Vo, y, z€ G, z*x(yxz)=(xxy)*z

donc « est associative dans G, et par suite (G, *) est un groupe.
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2. Si b est ’élément neutre de x, alors de la méme maniére on construit la loi x comme

— bxb=0b
- bxa=ua
- axb=a
- axa=1b

D’aprés ce qui préceéde : 1l existe deux groupes a deux éléments et formellement on les définit
ainsi :

x|al|b x|al|b
alalb et |al|bla
b|b|a blal|b

4.2.2 Sous groupes

Définition 4.6 Soit (G,*) un groupe, on appelle sous groupe de (G,*) tout sous ensemble non
vide G' de G tel que la restriction de x a G' en fait un groupe.

Comme * est associative dans G alors sa restriction a G est aussi associative, par suite G’ # ()
est un sous groupe de (G, *) s'il est stable par rapport a x et a 'opération inversion, c’est a

dire :
(i) G #0
(i) Va, beG, axbed
(iti) VaeG, aled

Il est claire que si (G, *) est un groupe, alors G est un sous groupe de G.
Propriété 4.7 Soient (G, ) un groupe et G' C G, alors

G #0,

! !
G’ est un sous groupe de G' <= {V 0. be @ axbled

Preuve :
1. Soit G’ un sous groupe de (G, *), alors :
i) * aun élément neutre dans G’, donc G’ # ().
it)  Soient a, b € G', comme G’ muni de la restriction de x est un groupe alors b~!
existe dans G’ et comme G’ est stable par rapport a x on déduit que axb™! € G'.

G #10,

2. Inversement, soit G’ un sous ensemble de G tel que {‘v’ 0 bel. axbled

Montrons que G’ muni de la restriction de x est un groupe.
i)  Comme G’ # () alors il existe a € G’ et d’aprés la deuxiéme hypothése
e=axa'ed,

ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans G'.
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i) Soit z € G’, comme e € G’ alors d’aprés la deuxiéme hypothése on aura

rl=exzled

ce qui montre que tout élément x de G’ est inversible dans G’ par rapport a la restriction de
a G
iii) Larestriction de x & G’ est une loi de composition interne, car pour tous x et y dans
G', d’aprés ii) on a
yfl c G/
et en utilisant la deuxiéme hypothése on déduit que

rxy=xx(y ) ted

iv)  La restriction de x & G’ est associative, car x est associative dans G.
O

Remarque 4.5 D’aprés i) de la prewve de la proposition précédente, on wvoit que : Si e est
I’élément neutre d’un groupe (G,x), alors tout sous groupe de G contient e et on déduit la
Propriété suivante.

Propriété 4.8 Soient (G, ) un groupe, e l’élément neutre de x et G' un sous ensemble de G,
ee G

alors G' est un sous groupe de G si et seulement si : {v% yEG. zryled

Exemple 4.8 Soit (G,*) un groupe et G' ={zx € G; (My € G, xxy=y*x)}, alors G’ est
un sous groupe de G.

En effet,
i) Sie estl’élément neutre de %, alors e € G' car :

Yy € G, exy=yre=y

it)  Soient x, y € G', alors

Vz e G, (xxy Hxz = (zxy H*(z"1)!
rx(ytx (277 car x est associative
rx (27 xy)!
rx(yxz~H)7! cary € G’
wx (=) ey )
= xx(zxy )
= (xx2)xy! car  est associative
= (zxz)xy! car x € G’
= zx(zxy™h) car * est associative

ce qui montre que vxy~ ' € G'.

De i) et ii) on déduit que G' est un sous groupe de G.
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Remarque 4.6 Sachant que si e est I’élément neutre d’un groupe (G,*), alors il commute
avec tous les éléments de G, de [’exemple précédent on déduit que si e est [’élément neutre d’un
groupe (G, %), alors :

{e} est un sous groupe de G.

Définition 4.7 Soit (G,*) un groupe, on dit que G’ est un sous groupe propre de G si G' # {e}
et G' #G.

Exemple 4.9 Soit n € N, alors nZ = {n.p; p € Z} est un sous groupe de Z.
En effet :

i) 0€enZ,car:3Ip=0€Z; 0=n.p.
it) Soient x, y € nZ, alors il existe py, py € Z tels que x = n.p; et y = n.ps, donc

T —y=np — nps=n.p—p2) =n.p € nZ

par suite
Va, y € nZ, r—yeEnl

De i) et i) on déduit que nZ est un sous groupe de Z.

Pour n € N\{0,1}, nZ est un sous groupe propre de Z.

4.2.3 Goupes Quotients

Soient (G, *) un groupe et G’ un sous groupe de G. On définit une relation binaire R sur G
par :
Va, be G, aRb<=axb'ecC

Propriété 4.9 R est une relation d’équivalence sur G.

Preuve :
i) R est Reflexive, car : Vo € G, comme G’ est un sous groupe de G, alors zxz™' = e € G/,
donc
VreG, zRx

i) R est Symétrique, car : Vz, y € G,

TRy <= axy el
— (zxy ) e
— yxaoted
— YRz
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i) R est Transitive, car : Vz, y z € G,

(@Ry) A (yRz) = [(xxy™") € GIA[(yxz7") €G]
= (x *y Hx(yxzH ed, car G’ est un sous groupe
= (zx(ylxy)xzHed, car x est associative
= (zxz Y ed
= 2Rz

De i), ii) et iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.

On note G el I’ensemble quotient GG /R On définit sur G e x G e I’opération 6 par :

V(@ b) € G x G, a®b=axb

Propriété 4.10 Si x est commutative, alors @ est une loi de composition interne dans G/G"

Preuve : Ceci revient a montrer que @ est une application de GG /G x G /G dans G e X

Soient (a,b) et (¢,d) € G/G" alors

(a,b) = (¢,d) = (a=¢) A (b=d)
— (aRc) A (de)
— (a*c‘l € G’) A (b*d_l c G’)

Montrons que ' . ' _
(a,b) = (¢,d) = adb=¢dd.
Supposons que (a, b) = (¢, d), alors : Vo € G,

T E€axb
R(axDb)
x(axb)te @
*(lfl*a* ) el
rx (b txa™t)) * (a*c’l) ed, Car G’ sous-groupe
(xxb~ ) * (a Yxa)xc™) e @, Car % associative
(xxbHxct) e
(xxb ) *c™ 1)*(b*d Hed, Car G’ sous-groupe
) (
)

8
M
S
D
cﬂ.

T * (b Ly clxd™)ed, Car * est commutative et associative
*(chxdh)) € G'

x*(d*c) 1) eq

TR(d * c)

TR (c*d), car x commutative

recdd

(
(
(
(
(
(
(

HMHHMHM
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donc

adbCcedd

et de la méme maniére on montre que

codcadb

par suite :

(a,0) = (&,d) = a®b=c®d

ce qui montre que la loi @ est interne dans G el

O

Propriété 4.11 Si (G, *) est un groupe abélien, alors (G/G/, @) est un groupe abélien, appelé

groupe quotient de G par G'.

Preuve :

)

donc :

ii)

iv)

@ est associative car : V&, y 2 € G/G”

P0G = s0TTy
= a:*(y*z)

= (z*y) *zCar * est associative

= (zxy) ®2

Vo, yzEG/G/, PO WD) =(rxy) D2

Si e est ’élément neutre de *, alors é est I’élément neutre de &, car

rTde=xT*xe
ePDr=€exx

T
T

Soit & € G/G’ alors (&)™ = F, car

T@rl=xxa7l=¢
s l@r=x1xrx=¢

@ est commutative car x est commutative.

De i), ii), iii) et iv), on déduit que (G/G/’ GB) est un groupe abélien

VIE G/G/,

O

Exemple 4.10 On sait que dans le groupe commutatif (Z,+); pour tout n € N, nZ est un

sous sous groupe de Z., donc on peut parler du groupe quotient Z, = 7

nz
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4.2.4 Homomorphismes de Groupes

Dans ce paragraphe, on considére (G, e) et (H,x) deux groupes, avec e et h leurs éléments
neutres respectifs.

Définition 4.8 Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes de G
dans H si :
Va, beG, [flaob)= f(a)x[f(b).

- Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de G sur H. On dit alors
que G est isomorphe a H, ou que G et H sont isomorphes.

- St G = H, on dit que f est un endomorphisme de G, et si de plus [ est bijective, on dit
que [ est un automorphisme (de groupe) de G.

Exemple 4.11 Etant donnés les groupes (R, +) et (R*,-), alors les applications

f: (R’+) - (R*7) et g (R*a) - (R>+)
x —  expx x —  In|z|

Définition 4.9 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau de f
l’ensemble

Ker f = f7'({h}) ={a € G; f(a) = h}
et limage de f ’ensemble

Smf = f(G) = {f(a), a€ G }.
Propriété 4.12 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors

1. fle)=nh
2.V aeq, (fla)' = fla?)

Preuve :
1. h étant I’élément neutre de x et e celui de e, alors

fle+e) = fle) =hxfle)

et comme f est un homomorphisme on déduit que

hx f(e) = f(e) * f(e)

et comme tous les éléments du groupe (H, ) sont réguliers, on déduit que h = f(e).

2. Soit a € G et montrons que f(a™!) est Pinverse de f(a) dans le groupe (H,*).
f étant un homomorphisme de groupe alors

fla)x f(a™") = flaea™) = f(e) et f(a™")xf(a)=f(a" ®a)=f(e)

sachant que f(e) = h, d’aprés la premiére propriété, on déduit que (f(a))™" = f(a™").

Remarque 4.7 De la premiére propriété on déduit que e € Kerf.
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Propriété 4.13 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors
1. Limage d’un sous groupe de G est un sous groupe de H.

2. L’image réciproque d’un sous groupe de H est un sous groupe de G.

Preuve :

1. Soit G’ un sous groupe de G et montrons que f(G’) vérifie les deux conditions de la
caractérisation des sous groupes.

i) Comme G’ est un sous groupe de G, alors e € G’ donc f(e) € f(G'), par suite f(G') # (.

ii) Soient a, b € f(G'), alors il existe z, y € G’ tels que a = f(z) et b = f(y), donc d’aprés
la deuxiéme propriété on aura

ax b= f(2)* (fW)™ = fla)x fly™) = flzey™)
et comme G’ est un sous groupe de G alors (z e y~') € G/, par suite
axb = flzeyh) € F(G)
de i) et ii) on déduit que f(G’) est un sous groupe de H.

2. Soit H' un sous groupe de H, alors

i) D’aprés la premiére propriété f(e) = h et comme H' est un sous groupe de H alors
h € H' donc e € f~'(H').

ii) Solent x, y € f~1(H’), alors f(z), f(y) € H' et comme H’ est un sous groupe de G
alors f(z)* (f(y))~! € H et de la deuxiéme propriété on déduit que

flaoy™) = fla)« fly™") = flz)x (fly) ' e H

ce qui montre que (zey~t) € f1(H).
Dei) et ii) on déduit que f~!(H’) est un sous groupe de G.

Remarque 4.8 Comme cas particuliers des propriétés,
Smf est un sous groupe de (H,*) et

Ker f est un sous groupe de (G, e).

Propriété 4.14 Soit f: G — H un homomorphisme de groupe, alors
1. f est injective si et seulement si Ker f = {e}.
2. f est surjective si et seulement si Smf = H.

3. f est un isomorphisme si et seulement si f~1 existe et est un homomorphisme de groupe
de H dans G.
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Preuve. Soit f: G — H un homomorphisme de groupe, alors

la. Si f est injectif, sachant que e € kerf on va montrer que kerf C {e}.
Soit « € kerf, alors f(z) = h et comme f(e) = h on déduit que f(z) = f(e) et comme f est
injectif on déduit que = = e, donc x € {e} ce qui montre que kerf = {e}.

1b.  Inversement, supposons que kerf = {e} et montrons que f est injectif.
Soient x, y € (G, alors

F@) = (f(y ))’1=h

fw)* fly” ') =
flzey™)=h

(roy~ 1)Ekerf
reyt=c carkerf={e}
=y

LY

ce qui montre que f est injectif.
2. La preuve de cette propriété est immédiate, sachant que Smf = f(G).

3. On se limitera a démontrer que si f est un isomorphisme, alors f=! : H — G est aussi
un homomorphisme. Soient x, y € H, alors il existe a, b € G tels que

donc

par suite

= fYf(aeb)) car f homomorphisme
= aeb

= f(x)e f(y)

ce qui montre que f~! est un homomorphisme de groupe de H dans G.

4.3 Structure d’Anneaux

Définition 4.10 On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition in-
ternes + et e telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 ’élément neutre de +),

2. e est associative et distributive par rapport a +.
Si de plus e est commutative, on dit que (A, +, ) est un anneau commutatif.

Conventions :
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(A,+) étant un groupe, alors tous les éléments de A sont symétrisables et on convient de
noter —x le symétrique d’un élément = € A.

Si e posséde un élément neutre, on le note 1 ou 14 et on dit que 'anneau (A, +,e) est
unitaire ou unifére.

Dans un tel anneau, on dit qu'un élément est inversible s’il ’est par rapport a la deuxiéme loi

e. L’inverse d’un élément x € A est noté L.

Régles de Calcul dans un Anneau

Soit (A, +, ) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :

Propriété 4.15 Pour tous z, y et z € A,
1. Opex =200y =04y
2. zo(—y)=(-x)ey=—(rey)
3. ze(y—z2)=(rey)— (rez)

4. (y—z)ex=(yex)— (zo0x)

Preuve :
1. Soit © € A, alors

Opex=(04+04)0x=(0s0x)+(040z) car e est distributive par rapport a +

comme tous les éléments de A sont symétrisables, on déduit que 04 ¢ x = 04.
De la méme maniére on montre que xr @ 04 = 04.

2.  Soient z, y € A et montrons que x ® (—y) est le symétrique de (r ®y). On a :

(zo(—y))+(zoy)=ze(—y+y) =2004=04

comme + est commutative on déduit que (z o (—y)) = —(z o y).
De la méme maniére on montre que (—x) ey = —(r @ y).

La preuve des propriétés 3. et 4. utilise essentiellement la distributivité de la loi e par
rapport a +.
O

On note A* = A\{0}, et pour tout x € A* et n € IN*,

nr=nr=x+x+...+2x et " =xexe.. ez
—
~—
n fois n fois
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Définition 4.11 Soit (A, +,e) un anneau commutatif. On dit que y € A* divise x € A, ou que
y est un diviseur de x ou que x est divisible par y, si

dze A", z=yez.

Si 04 ne posséde pas de diviseur dans A, on dit que (A,+, ) est un anneau intégre ou un
anneau dintégrité.

4.3.1 Sous Anneaux

Définition 4.12 On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A" de A tel que muni
des restrictions des lois + et ® est anneau.
St A est un anneau unitaire et 14 € A’, on dit que A" est sous anneau unitaire.

On a la cartérisation suivante des sous anneaux.

Propriété 4.16 Un sous ensemble A" de A est un sous anneau si et seulement si :
1. A#0,
2. Vo, ye A, (x—y)e A
3. Va,yec A, (zey)c A.

Preuve : On sait que A’ est est un sous groupe de (A, +) si et seulement si
(A#DANNVaz, ye A, (x—y) €A,

donc pour que A’ soit un sous anneau de A, il suffit de voir si la restriction de la deuxiéme loi e
est interne dans A’, ce qui revient a dire que (V z, y € A', xey € A’), ce qui termine la preuve
de notre proposition.

O

4.3.2 Homomorphismes d’Anneaux

Soient (A, +,e) et (B,®,®) deux anneaux et f: A — B.

Définition 4.13 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

Va, ye A, flz+y =f(2)@fly) et flrey)=f(z)® f(y)

- Si A= B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
— Si f est bigective, on dit que [ est un isomorphisme d’anneauz
— Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneau.

On sait que l'image de 1’élément neutre du groupe de départ d’un homomorphisme de
groupe est I'élément neutre du groupe d’arrivée. Par contre, 'image de 1’élément unité de
I’anneau de départ par un homomorphisme d’anneau n’est pas toujours I’élément unité de
I'anneau d’arrivée. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre dans un anneau unitaire (A, +, -),
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ou 04 # 144 Dapplication f: A — A définie par f(z) = 04 pour tout z € A.

Ce contre exemple nous ameéne a poser la définition suivante.
Définition 4.14 Soient A et B deuzr anneaux unitaires, on dit qu’un homomorphisme d’an-

neauz [ de A dans B est unitaire si f(14) = 1p.

Proposition 4.1 Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz, alors
— f est injectif si et seulement si kerf={04}
- Si A et B sont deuzr anneaux unitaires et f un homomorphisme d’anneaux surjectif, alors
f est unitaire.

Preuve : La premiére propriété provient de la caractérisation des homomorphismes injectifs
entre les groupes (4, +) et (B, +).

Montrons la deuxiéme propriété.

Soit y € B, f étant injectif, il existe alors z € A tel que y = f(x), et comme f est un
homomorphisme d’anneau on déduit

y=f(x)=f(la-2)=f(la)  f(x) = f(1a) -y

et de la méme maniére on montre que y =y - f(14), ce qui montre que f(14) = 1p.
O

Proposition 4.2 L’image (respectivement l'image réciproque) d’un sous anneau de A (respec-
tivement de B) par f est un sous anneau de B (respectivement de A).

4.3.3 Idéaux
Soit (A, +, ) un anneau.

Définition 4.15 On appelle idéal a droite (respectivement a gauche) de l'anneau A, tout en-
semble I C A tel que

1. I est un sous groupe de (A, +),
2.VzeA (WVyel, xzeyecl (respectivementyex € l)).

Si I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatére de A.

St Uanneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement
d’Idéal sans préciser sil l’est a droite, a gauche ou bilatere.

Exemple 4.12 Soit (A, +,e) un anneau, alors [ = {O4} est un idéal bilatere de A.

2Ceci revient a dire que A n’est pas un singleton.

Le Cours d’Algébre. -60- Par 9. 9Mechab



M. Mechab 4.4 Corps

Exemple 4.13 Dans l'anneau commutatif (Z,+,-), nZ est un idéal.

Proposition 4.3 Soit I un idéal a gauche (ou a droite) d’un anneau unitaire (A, +,e), alors

lyel<—=I=A<«=dxel;, x estinversible.

Définition 4.16 On appelle idéal principal d’un anneau commutatif (A, +,e), tout idéal I de
A tel que
dre A, IT=xeA

L’anneau A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux.

4.3.4 Anneaux Quotients

Soient (A, +, e) un anneau commutatif et [ un idéal de A. On considére le groupe quotient
(A/[, @), et on définit 'application ® de A/I X A/[ dans A/[ par

Y a, bEA/I, ab=ae

Propriété 4.17 <A/I’ @, ®) est anneau commutatif. Si de plus A est un anneau unitaire, alors

(A/[, @, ®) est un anneau unitaire et H est son €lément unité.

4.4 Corps

Définition 4.17 On dit qu’un anneau unitaire (K, 4, ) est un corps si tout élément non nul
de K est inversible. Si de plus e est commutative, on dit que K est un corps commutatif.

Il est & remarquer que dans la pratique, tous les corps utilisés sont commutatifs.

Propriété 4.18 Tout corps est un anneau integre.

Définition 4.18 On appelle sous corps, d’un corps (K, +,e), tout sous ensemble K’ de K tel
que, muni des restrictions des lois + et e est un corps.

Proposition 4.4 K' C K est un sous corps de (K, +, ®) si et seulement si
K £
~Va, beK, a—0b et aeb!cK.

On a aussi la caractérisation suivante des corps.

Proposition 4.5 Soit (K,+,e) un anneau commutatif unitaire, alors K est un corps si et
seulement si les seuls idéauz de K sont {0k} et lui méme.
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4.4.1 Caractéristique d’un corps
Etant donné n € IN, alors Z InZ est un corps si n est premier, et on a
nl=1+---+1=0.
D’une fagon générale on a :

Définition 4.19 Le plus petit entier naturel non nul n tel que nlx = Ok, s’il existe, est appelé
caractéristique du corps commutatif K. Si pour tout n € IN, nlg # Ok, on dit que K est de
caractéristique nulle.

Propriété 4.19 La caractéristique d’un corps est un nombre premuer.

Exemple : Pour n € IN premier, la caractéristique du corps Z InZ est égale a n.
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ESPACES VECTORIELS

5.1 Espaces vectoriels

Soient K un corps commutatif et £ un ensemble non vide. On considére

+: ExE — E
(z,y) — w4y

une loi de composition interne dans E et

: KxFE — FE
(,z) — -z

une loi de composition externe sur F.

Définition 5.1 * On dit que E est un espace vectoriel sur K, ou c'est un K-espace vectoriel, si :
1. (E,+) est un groupe abélien.

2. VaeK Vo, yeE, a - (z+y)=a-z+a-y
3. Vo, peK, VzeFE, (a+f)z=a-z + f-x
4. VYo, peK, Vx e E, (af) -x=a-(fx)
5. VzxeFE, 1lg-x=u=x.

Conventions :

e Les éléments d'un espace vectoriel £ sont appelés vecteurs et sont représentés en général
avec une fleche dessus pour les distinguer des éléments du corps K qui sont appelés scalaires.

e [’¢lément neutre de la loi + est noté 6), appelé le vecteur nul et le scalaire nul est noté
OK ou 0.

e (E,+) étant un groupe, le symétrique d'un vecteur 7 € F est noté — 7T .

e Quand il n’y a pas de confusion, on écrira a7 au lieu de o - 7.

Exemples : Soit K=1R ou € alors :

1. K est un K-espace verctoriel.

1'Si K est seulement un anneau commutatif unitaire, on dit que E est un module sur K
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2.  (Cest un IR-espace vectoriel.

Soit E = F(R,R) l'ensemble des fonctions de R dans R. On définit sur £ les opérations
suivantes :
1. Vf, ge FRR), fdg est définie par :

VeeR, (fog)r)=[f(z)+g()
2. VfeFRR),VaeR, a-f estdéfinie par

VeeR, (a-f)(r)=af(z)

Propriété 5.1 (F(R,R),®,®) est un R-espace vectoriel.

Preuve :

5.1.1 Regles de calcul dans un espace vectoriel

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel, alors on a les régles de calcul suivantes :
LYTEE, Oxg-7=0

2. Vaek, a-0=0
3. VT eE VaekK, a (-T)=(-a)- T =—(a-7)
4.VT, yeEE VaeK, a- (T -7)=a-T—(a-7)
5. Va, peK,VzeE (a—f0)-T=a-T—(8-7)

Preuve :

1. Soit @ € E, alors

Ox - T = (()K—i—OK)-T)
= (0g-7)+ (0g-7T) (on utilise 'axiome 3 de la définition [5.1))

comme (E,+) est un groupe, en rajoutant le symétrique de Ok - 7 dans les deux membres de
cette identité on trouve
0 =0x-T.
2. Soit a € K, alors

—

a-0 = a-(0+0)
= «a-0+4+a-0 (on utilise 'axiome 2 de la définition [5.1))
en aditionnant le symétrique de « - 0 dans les deux membres de cette identité on trouve
0=a-0.
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3. Soient T € E et a € K, en utilisant axiome 2 de la définition 5.1 on obtient

a- (-T)+a- (T)=a-(—

5|
+
=l
I
Q
S

et de la deuxieme régle de calcul dans les espaces vectoriels on déduit que
0

o (-T)+a (T)=

ce qui montre que

a- (=) =—(a- (7))

De la méme maniére, en utilisant le troisiéme axiome de la définition d’un espace vectoriel
on trouve

a- (T)+(—a) (T)=(a—a) - T=0-7T
et d’apres la premiére régle de calcul on déduit que

—

a-(T)+(—a) (T)=10

ce qui montre que

() (7) = —a(

&l

)

4. et 5. sont des conséquences de la troisiéme regle de calcul et des axiomes 2 et 3 de la
définition 5.1. a

Proposition 5.1 Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel, alors :

VacK YT EE  a-T =0« (a=0)V(T=0)

Démonstration : La réciproque de cette équivalence traduit la premiére et la deuxiéme régle
de calcul dans un espace vectoriel, montrons I'implication directe.

Soient o € K et T € E. Supposons que « # 0 et montrons que T = 0.
Comme K est un corp et a # 0, alors « est inversible et en utilisant le cinquiéme et le quatriéme
axiome de la définition d’'un espace vectoriel on obtient :
T T

:1K' :(Oé

ce qui termine notre démonstration. O
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5.1.2 Espaces vectoriels produits

Soient (E1,,-), (Fa,,"), ..., (En,,-) des K-espaces vectoriels?.
On définit sur ’ensemble produit £ = F; x Ey ... X E, la loi de composition interne @ et la
loi de composition externe ® par :
V(T Tn)y (U1s--oy Up) €EE, Ya€eK,
(?17 ) 7”) D (717 ) 771) = (?1 + 717 ) ?n + 771)
a® (T, Ty)=(a-T1,..., a-T,)

Proposition 5.2 (E,®,®) est un espace vectoriel sur K, appelé espace vectoriel produit des
Ej,jzl,...,n.

La preuve de cette proposition est immédiate et on a :
— — —
— Le vecteur nul dans Fest 0 =(0pg, ..., 0g,).
~ Pour X = (T4, ..., Ty) €EE, —Y:(—?l, ey =T )

Remarque 5.1 Dans la pratique on utilise trés souvent les espaces produits IR", avec n € IN*,
qut sont des IR-espaces vectoriels.

5.2 Sous-espaces vectoriels

Soient (E,+, ) un espace vectoriel sur K et F' un sous ensemble non vide de FE.

Définition 5.2 On dit que I est un sous espace vectoriel de E si les restrictions, a F', des lois de
composition + et e lui conférent une structure d'espace vectoriel.

On a la caractéristation suivante des sous espaces vectoriels.

5.2.1 Caractérisations des sous espaces vectoriels

Proposition 5.3 F' est un sous espace vectoriel de E si et seulement si :
svl. 0 ¢ F,
sv2. V7, v eF, T+7yceF
sv3. VZ € F,VaeK, aeT cF

Démonstration :

I) Il est clair que si I’ avec les restrictions des lois + et e est un espace vectoriel, alors :
1) F est un sous groupe de (F,+), donc svl. et sv2. sont vérifiées.
2) e est une application de K x F' dans F', donc sv3. est vérifiée.

IT) Inversement, si svl., sv2. et sv3. sont vérifiées, alors

2Les lois définies sur les E; ne sont pas nécessairement les mémes
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a) Pour 7 et i dans F, en choisissant « = 1k, d’apreés la troisiéme régle de calcul dans
un espace vectoriel et de sv3. on déduit que

—-y =(-1lg)ey €F

et de sv2. on déduit que
T -y eF

et comme 0 € F, d’aprés svl. on déduit que F est un sous groupe de (E,+).

b) sv3. exprime le fait que la restriction de @ & F est une loi de composition externe

c) Comme les quatres derniers axiomes de la définition d’un espace vectoriel sont vrais
pour E, alors ils seront aussi vrais pour F' C F.

De a), b) et ¢) on déduit que F' est un sous espace vectoriel de E.
U

Exemples : Parmi les ensembles suivants, donner ceux qui sont des sous espaces
vectoriels de IR®.  E={(z,y,2) e R* 22-y=1}, F= {(x,y, z) € R* 2y = O},
H={(rv,y,2) €232z +y=0}, L= {(:U,y,z) e R 2x—y+z=0}.

On va utiliser la caractérisation précédente pour répondre a cette question.

1.
a. Soit 0 = (z,y,2) = (0,0,0) € IR?, alors

20 —y=204+0=0#0

ce qui montre que 0 ¢ E, par suite F n’est pas un sous espace vectoriel de R®.

2.
a. Soit 0 = (z,y,2) = (0,0,0) € IR?, alors

zy=00=0
donc 0 € F.
b. Soient X = (x,y,2), Y = (2',y,2") € F, alors
X+Y =@+2y+v,2+7) = (u,v,0)

et
vv=xy+azy +2y+2y =0+ay +2y+0=ay +2y

or, si on choisit X = (0,v, 2), Y = (2',0,2"), avec y # 0 et 2/ # 0, alors Y, Y € F et
uv =1x'.y # 0, donc :
X, YeF, X+Y ¢F

ce qui montre que F n’est pas un sous espace vectoriel de IR?.
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3.
a. Soit 0 = (z,y,2) = (0,0,0) € R?, alors
0eZd e a+y=0
donc 0 € H.
b.  Soient X = (x,y, 2), Y = (',y',2") € H, alors
X+Y =@+a y+y.,2+2) = (uv,w0) € Z
et
utv=z+2 +y+y=(@+y)+ @' +y)=04+0=0
donc X +Y.

c.  Soient X = (x,y,2) € H et a € IR, on remarque que si on choisit X = (1,-1,3),
alors X € H et pour o € R\Z a X ¢ Z3, donc

AX €H, 3acR; oX¢H

ce qui montre que H n’est pas un sous espace vectoriel de IR.

4.a. Soit 0 = (z,y,2) = (0,0,0) € IR?, alors
20 —y+2=20-04+0=0
donc 0 € L.
b. Soient X = (x,y,2), Y = («',y',2") € L, alors
X+Y =(@+2y+v,2+2) = (u,v,w)
et

2u—v+w=2z+2)-y+y)+(z+2)=2r—y+2)+ 22—y +2)=0+0=0

donc X +Y € L.
c.  Soient X = (x,y,2) € L et a € IR, alors

aX = (az, ay, az) = (u,v,w)

et
2u—v+w=2ar—ay+az=al2r—y+2z)+a.0=0

donc aX € L.
De a., b. et c. on déduit que L est un sous espace vectoriel de IR?.

En combinant sv2. et sv3. on obtient la caractérisation suivante :
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Proposition 5.4 F' est un sous espace vectoriel de E si et seulement si :
é
SV1. 0 €F,
SV2. V7, v €F, Va, Bek, a7+ Yy €F.

Exemples :
— .
1. {0} est un sous espace vectoriel de E.

2.  Soit n € IN. L’ensemble K, [X], des polynéomes sur K de degré inférieur ou égal a n,
est un sous espace vectoriel de K[X].

3. Si F est un K-espace vectoriel, I'intersection de deux sous espaces vectoriels de E' est
un sous espace vectoriel de E.

Définition 5.3 On dit que F' est sous espace vectoriel propre de E si E # {ﬁ)} et F #+ FE.

Proposition 5.5 Soient Fy et Ey deux sous espaces vectoriels de (E, o), alors :
- E1 N Ey est un sous espace vectoriel de E.
- E1 U Ey est un sous espace vectoriel de E si et seulement si E1 C Ey ou Ey C E.

Démonstration :
1) Montrons que F; N Esy est un sous espace vectoriel de FE.

a) Comme E; et E, sont des sous espaces vectoriels de FE, alors 0 appartient a Fy et
N —_—
a FEy, donc 0 € E; N Es.

b) Soient T, ¥ € E1NFEsyet a, 8 € K, comme F; et Ey sont des sous espaces vectoriels
de FE, alors
(T 4+ 0y € E1) et (a7 +[Y € Es)

donc
Oé?—Fﬁ?EElﬂEQ

De a) et b) on déduit que E; N Ey est un sous espace vectoriel de F.
2) D’apés la caractérisation des sous espaces vectoriels, pour que £} U Es soit un sous espace

vectoriel de F il faut qu’il soit un sous groupe de (E,+) ce qui n’est vrai que si Fy C FEs ou
E5 C Ey, ce qui justifie la deuxiéme propriété de notre proposition. O

5.2.2 Combinaisons linéaires

Proposition 5.6 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel, FE1, Ey deux sous espaces vectoriels
de E et a € K, alors E1 + Ey et aF, sont des sous espaces vectoriels de E, avec

E,+FEy, = {?EE, 3?1€E1, H?QGEQ; ?:?14‘?2}
O[El = {7} € E, 3?1 € El, T = a?l}
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La preuve de cette proposition est immédiate et on déduit :
Va, €K, aF + BE; est un sous espace vectoriel de F.

Définition 5.4 ¥ Soit B une partie non vide d'un K-espace vectoriel £. On appelle combi-
naison linéaire d'élélements de B tout élément de la forme a4y 71 + T o+ ...+ @, Tp, OU
(()él,...7()én) e K" et (?1, ey ?n) e k"

Exemple : Soient w = (1,2,—1), ¥ = (—1,0,1) € R?, montrer que le vecteur W =
(1,4, —1) est une combinaison linéaire des vecteurs uw et v'.
Pour cela on résout I’équation : auw + UV =W (*)

or
<*> — 06(172,—1)+ﬁ(—1,071) = (1747_1)
— (a—p,2a,—a+ ) =(1,4,-1)
a—pf=1
— 20 =4
—a+f=-1
— a=2, (=1
donc
W =2+ 17
ce qui montre que W est une combinaison linéaire de W et . O

Définition 5.5 Soit A une partie non vide d’un K-espace vectoriel E. On appelle espace vec-
toriel engendré par A lensemble [A] de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A.

Proposition 5.7 [A] est le plus petit sous espace vectoriel de E contenent A.

Démonstration :
I) [A] est un sous espace vectoriel de E, car :
1. A étant non vide, alors il existe au moin un 7 dans A, donc
0 =07
ce qui montre que 0 € A
2. Soient o, f € Ket T, I € [A], alors :
?E[A] - E")/l,...,’}/kEK, 3?1,...,?]6614; ?:’}/1?1++’}/k?k
velAd] = 30, ..., 0,€K IV, ..., U, EA T=0Y, + ... + 0¥,
donc : — — — — — —
aT +BY = anmT + ... + BT + 00T + oo+ 0T ,)
= anTi + .. + T+ O, + o+ BT )
en posant
Pour i€ {l,....k}, ay =uw; et T,= U,
Pour i€ {l,...,m}, ad;=wip et Y,= Wik

3 Le n est un entier naturel arbitraire non nul.
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on obtient
QAT +0Y =wiWi+ ... + Wem @kt
avec Wi, ... Wkem € A, ce qui montre que
o + By € [A]

De 1. et 2. on déduit que [A] est un sous espace vectoriel de E.

IT) [A] est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient A.
En effet : Si F' est un sous espace vectoriel de E qui contient A, alors de la propriété SV2. de la
caractérisation des sous espaces vectoriels on déduit que toute combinaison linéaire d’éléments
de F' est dans F', en particulier toute combinaison linéaire d’éléments de A C F' est dans F', ce
qui montre que [A] C F. O

Proposition 5.8 Si E; et Ey sont deux sous espaces vectoriels de E, alors
[Ey U Ey = Ey+ Ey
Démonstration : Soit @ € E, alors
T e€[EiUFEy) < Jay,...,ap €K, 37,..., Ty € E1UEy;, T =01T1,...,a5 T}

Parmi ces k vecteurs, il existe un certain nombre m € IN d’entre eux qui sont dans F; et les
autres sont dans Fs, donc

T=06Yi+ -+ Tm)+ Bt 1 Timgr +---+ 56T 1)

avec Uiy, Ym € Er et 7m+1, ..., U € Ey. Comme Ej et Fy sont des sous espaces vectoriels

on déduit que

T =1+ Uy

avec 71 = 5171 + ...+ ﬁm?m c B, et 72 = ﬁm+17m+1 + ...+ ﬁkvk < EQ, donc :
[E\U B, C By + Es.
Inversement, si @ € E, + E, alors il existe @1 € Ey, 75 € F5 tels que
—

T :?14—?2

donc
T=17T,+175

avec T'1, To € Ey U Fy, ce qui montre que T € [F; U Es] donc
E,+ E; C [Ey U Ey)
ce qui termine la preuve de la proposition. O
Proposition 5.9 Si By = [A;] et Ey = [As], alors
[Eh U Ey] = [A; U Ay
Démonstration : on montre facilement que
[A1 U Ao] = [Aq] + [As]

et en utilisant la proposition précédente on conclu. O
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5.2.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 5.6 On dit que deux sous espaces vectoriels Fy et Ey de E sont supplémentaires
dans E si :
1. BExNE,={0}
2. E1+E,=F.
On note alors :
E=F & FE,

et on dit que E est la somme directe de E et Es.

Exemple : Soit E = TR3[X] le IR-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 3, B} = Ry[X] et By = {P € R3[X]; Iy € R, P(X) =~yX3}, alors :
1. E;NEy;=1{0}, carsi P € E; N E, alors

Ja, b, ¢, v € R; (P(X) —a+bX + cX2) A (P(X) - 7X3)

donc vX3 = a+ bX + cX? et en prenant des valeurs particuliére de X (exemple X =0, 1, 2,3
on obtient un systéme d’équations linéaires dont la seule solution est a = b =c =~ =0, ce qui
montre que £ N Ey = {0}.

2. FE) + FE; = IR3[X] est évident.
De 1. et 2. on déduit que : R3[X] = Ey & Es. O

Théoréme 5.1 Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i)  Ey et Ey sont supplémentaires dans E.
11) \VITGE, E”T)QGEl) H!TQGEQ, ?:?1—{—? .

2
111) <E1+E2:E) VAN <V?1€El, V?QEEQ, [?1+?2:6>]:>[?1:?2:6>]>
Démonstration : On va montrer que i) = i) = i1i) = 7).

Supposons que E; et Fy sont supplémentaires dans FE.
Soit @ € E alors il existe 7' € Ey, T € Es tels que

T =T+ To

Montrons 'unicité des 7’;.
Soient ¥, € By, ¥, € Es tels que
T=Y1+7Y,

donc
ﬁ
0=7T-T7T=(T1—71)+(T2—75)

FE et E5 étant des sous espaces vectoriels alors

Ey > <?2 —72) = (71 —71) S
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et comme F; et Fy sont supplémentaires, alors Ey N Ey = {U)} et

—

(72—72) = (7)1 —?1) =0

ce qui montre que Ty = ¥, et T = ¥y, donc l'unicité de 7'y et T's.

Supposons que
V?GE, 3'?2 EEI, 3'7}2 EEQ, ?:?14—?2

Il est claire que d’ici on déduit £ = E; + Es.
Montrons que

VT E B, VTR € B, (T4 T=0 = T1=T2=0),

Soient T € By et Ty € By telsque T+ T2 = comme 0 = 0 + U}, de I'unicité de 7’4
et T supposée dans i) on déduit que T'; =

Supposons que :

(E1+E2:E> VAN <V?1€E1, V?QEEQ, [?14‘72:@]:[?1:?2:6])

Pour montrer que E; et Ey sont supplémentaires il suffit de montrer que E1 N Ey = {6)}
ﬁ
Soit @ € By N Ey, alors 0 =T + (—7) avec T € E; et (—7T) € Ey, de la deuxiéme partie
. —> : —
de i7i) on déduit que T = —7 = 0, ce qui montre que F; N Ey = { 0'}.
O

Remarque 5.2 Il est a remarquer que le supplémentaire d’un sous espace vectoriel propre n’est
pas unique. Pour s’en convaincre, soit dans IR® les sous espaces vectoriels :

F={(z,y,2) R z=yet z=0}, F} = {(z,y,2) e R* 2 =—y } et
Fy = {(ZE,y,Z) 6]1:{3; r =0 };

alors
R:=Fa&F et Ri=Fa&F

5.2.4 Sommes directes de sous-espaces vectoriels

Définition 5.7 On dit que E est la somme directe des sous-espaces vectoriels Ey, Es, ...E,
%

Vo elk, 3 T€ek, 3 Ty€F,, ..., T, €E, T=T1+Ta2+ ... + T
On note

E:El@Eg@...@En:@Ei.
=1
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Exemple : Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, alors

ExF= (E x {U}}) D ({WE} x F)

Proposition 5.10 Soient E, Es, ...E, des sous-espaces vectoriels de E, alors

[ J
E=E1@EQ@-"@E"<:>{O Vi # j, Ein E; = {0}

Cette proposition se démontre comme le théoréme 5.1,

5.3 Bases et Dimension d’un espace vectoriel

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.

5.3.1 Parties libres

Définition 5.8 On dit que les vecteurs {T1, T2, ..., T} sont linéairement indépendants
St
H
Val,...,aneK, 041?1—1—...—I—an?n:0:>oz1:...:an20

Sinon, on dit qu’ils sont linéairement dépendants ou qu’ils sonts liés.

Définition 5.9 On dit qu’une partie non vide L C E est libre si toute partie finie L de L est
libre. Si L n’est pas libre, on dit que c’est une partie liée.

Exemples :
1. {1, X, X? ..., X"} est une partie libre de K[X] et {X, X + X2 X2 ... X"} est lice.
2. {(1,0,0), (0,5,0), (0,0,2)} est une partie libre de K?

Preuve :
1. {X, X? ..., X"} est une partie libre de K[X], car : pour tout ay, ..., a, € Ksi
(**) g+ X + .o+ a, X" = O,

pour X = Ok on obtient oy = 0 et (**) devient
a1 X + aX?4 ..+ a, X" =0

En prenant les dérivées des deux membres de cette identité on obtient
(**%) ar + 20X + ...+ nop, XV =0k
pour X = Ok on obtient oy = Ok et (***) devient

200X 4+ 305 X% + ... +nap, X" =0k

et de proche en proche on obtient ag = a; = ... = a, = Og, donc {X, X2, ..., X"} est une
partie libre de K[.X].
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2. Lapartie {X, X + X2 X2 ... X"} est liée, car X — (X + X?) + X% = 0 donc
Ja =1k, = -1k, v = 1g € K*; aX +B3(X + X)) +9X2=0
ce qui montre que {X, (X + X?), X2} est une partie lice de {X, X + X2, X2, ..., X"}, donc
cette derniere est aussi liée.
3. {(1,0,0), (0,5,0), (0,0,2)} est une partie libre de K3, car pour tous «, 3, v € K,
a(1,0,0) + 5(0,5,0) + 7(0,0,2) = (0,0,0) <= (a,58,27) = (0,0,0)

a=20
— 50=0
2v=0

— a=0=7=0
ce qui montre que {(1,0,0), (0,5,0), (0,0,2)} est une partie libre de K3.

Propriété 5.2 Soit L une partie non vide d’un espace vectoriel E.
— Su L est libre alors toute partie non vide de L est libre.

- S iest liée, alors toute partie L contenant L est liée.
- 81 0 € L, alors L est lice.

5.3.2 Parties génératrices

Définition 5.10 On dit qu’une partie non vide G de E est une partie génératrice de E si E
est engendré par G, c’est-a-dire E = [G].
On dit aussi que G est un générateur de E ou que G engendre E.

Exemples :
1. {1, (X = 1), X% ..., X"} est une partie génératrice de K, [X].
2. {(0,1,0), (2,0,1), (0,0,6)} est une partie génératrice de K?.

1. Soit P € K, [X], alors il existe ag, aq, ... , a, € K tels que :
PX)=a+au X+ ... +a, X"
Soient ag, a1, ..., «a, € K, alors

PX)=ay + 1 X + ... + X" <=
— a+ yX-1)+ ...+ aX"=aw+u X+ ... +a, X"
— (ag — )+ X + ... + o, X"=ap+a1 X+ ... +a,X"

(060—0512610

a1 = ay
<~ .

\ Op = Qp,

'a0:a0+a1

a1 = aq
<~ .

\ Oy = Qp,
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donc :
VPeK,[X], Jag, ..., 0, €K; PX)=ag + ey (X —1) + ... + o, X"

ce qui montre que {1, (X — 1), X2 ..., X"} est une partie génératrice de K, [X].

2. Soient X = (z,y,2) € K3 et a, 3, v € K, alors

X =a(0,1,0) + 8(2,0,1) +7(0,0,6) < (z,y,2) = (28,0, 3+ 67)
20==x
< a =1y
B+6y=z2
B =ux/2
< a=y
B+ 6v=(2z—1)/12

ce qui montre que {(0,1,0), (2,0,1), (0,0,6)} est une partie génératrice de K3. a

Propriété 5.3 Soit G est une partie non vide de F,
— 51 G est une partie génératrice de E, il en sera de méme de toute partie de E contenant

G.

— Si G n'engendre pas E, il en sera de méme de toute partie non vide de G.

5.3.3 Dimension et bases d’un espace vectoriel

Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel, avec CardE > 1.

Définition 5.11 On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie s’il peut étre engendré
par une partie finie. Dans ce cas, on appelle dimension de E le nombre naturel

n =dim E = inf{CardG, G € G},
ou G est l’ensemble de tous les générateurs de E.
Définition 5.12 Si E n’admet pas de générateur fini, on dit que E est de dimension infinie et
on écrit
dim F = +o0.

Convention : F = {ﬁ} est un espace vectoriel de dimension 0.

Exemple : L’espace vectoriel K[X], des polynémes a coefficients dans K, est un espace
vectoriel de dimension infinie.

Dans notre cours on se limitera au cas des espaces vectoriels de dimensions finies.

Définition 5.13 Soit B une partie non vide de E, on dit que B est une base de E si tout
vecteur non nul de E s’écrit comme combinaison linéaire unique d’éléments de B.
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Formellement, B base de E' si

vz e E\{0}, ATy, ....TneB Nay, ...,anc (K)"; T=1T1+ ... +anTy

Proposition 5.11 Toute partie B de E contenant 0 € B nest pas une base de E.

Démonstration :  Soit 7', si B est une base de E, alors il existe @'y, ..., 7, € B et
ag, ..., € (K™ tels que
7)2061?14- +an?n

—
0=7

et pour tout a,11 € (K*)", en posant nil, ON &

— — — —
=121+ ... +0,Tpn+ Qpy1 T pt1

ce qui contredit 'unicité de la décomposition de 7 dans B, donc B n’est pas une base de E.
O

Exemple : B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de IR®*. En effet, soit X =
(z1,79,73) € R* et o, 8, v € IR, alors

X = a(1,0,0) + 8(0,1,0) +v(0,0,1) <= (1,22, 73) = (v, 3,7))
o=
<— 52:0;
Y= T3

donc: VX = (z1,20,23) €ER?, Na=xy, f=my, v=123 €R;
X = a(1,0,0) + 3(0,1,0) ++(0,0,1)
ce qui montre que B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de IR®.
D’une maniére générale on a

Propriété 5.4 Soit n € N*, B = {€y, ..., €}, avec €, le n-uple dont tous les éléments
sont nuls sauf le j-ieme est égal a 1k, alors B est une base de K", appelée base canonique de K.

Exemple : Donner une base de I'espace vectoriel E = {(x,y, z) € R*; 2z —y = 0}.
Soit X € IR?, alors il existe z, y, z € IR uniques tels que X = (x,y, 2), donc :

)) A <2x—y:0)
) -2
= (z,2x, 2

)
X =2(1,2,0) + 2(0,0,1)

XecBE «— (Yz(:ﬁ,y,z
— (Y:(x,y,z

—
—
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d’ot on déduit
VX eFE, Nz, zeR; X =x(1,2,0)+2(0,0,1)

ce qui montre que B = {(1,2,0), (0,0,1)} est une base de E.

Proposition 5.12 Soit B une partie de E, alors B est une base si et seulement si B est une
partie libre et génératrice de E.

Démonstration :

=7

Supposons que B est une base de FE, alors d’aprés la définition [5.14/ B est une partie
génératrice de E, montrons que B est libre.
Soient Ty, ..., Tn, € Betay, ..., a, € K tels que

— —
a1+ ...+ a,T,=0

comme
07, + ... + 02,=0

de 'unicité de la décomposition de 0 on déduit que a3 = ... = «, = Og, ce qui montre que
B est libre.

"7
Inversement, on suppose que B est une partie libre et génératrice de £ et montrons que B
est une base de FE.
. —
Soit @ € E\{ 0}, comme B engendre FE alors :

7, ..., Tpo€ B, Jay, ..., a, € K% T =0y T1+ ...+ a, Ty,
Montrons que les a; sont uniques. Soient 3y, ..., 3, € K* tels que
T=0/T1+ ...+ BuThn

en faisant la soustraction entre les deux écritures de 7 on trouve
— — Y
(o —0)T1+ ...+ (0 —0Bn)Tr=0

et comme B est libre, on déduit que «a; = G, ..., a, = [y, ce qui montre I'unicité des «;.
De la méme maniére on déduit I'unicité des 7’; en montrant que les coefficients des 7'; qui ne
sont pas parmi les @; sont nuls dans toute écriture de 7.

O
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5.3.4 Théoréme de la base incompléte

Proposition 5.13 Soit E un espace vectoriel de dimension n et G une partie non vide de FE,
alors

CardG < n = G n’engendre pas E

Démonstration : D’aprés la définition 5.11/ de la dimension d’un espace vectoriel, on a :
G engendre ¥ = CardG > n

en prenant la contarposée de cette implication on obtient la proposition. O

Proposition 5.14 Soit E un espace vectoriel de dimension n € IN*, alors il existe au moins
une base B de E de cardinal n.

Démonstration : FE étant de dimension n, alors il existe au moins une partie
B={¢4, ..., €,} qui engendre E. Montrons que B est libre.
Supposons que B est liée, alors il existe aq, ..., «a, € K, non tous nuls tels que :

— — Y
ar €1+ ... +a,e,=0

si a; # 0, alors en divisant cette équation par a; on exprime € ; comme combinaison linéaire
des (n — 1) autres vecteurs et comme B est une partie génératrice de E on déduit que B\{¢’;}
est une partie génératrice de E et vu que

CardB\{€;} =n—1<n,

on tombe en contradiction avec le resultat de la proposition [5.13/ donc notre supposition est
fausse, c’est a dire : B est libre. O

D’aprés cette démonstration, on a la proposition suivante :

Proposition 5.15 Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors toute partie génératrice
de E de cardinal n est une base de E.

En dimension quelconque, cette proposition peut étre exprimée comme suit :

Une base est une partie génératrice minimale de F

Proposition 5.16 Soient E un espace vectoriel de dimension n € IN* et G une partie de F,
alors

CardG > n+ 1 = G est liée.
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Démonstration : 11 suffit de montrer que toute partie de E\{ 0} de cadinal n + 1 est liée.
On fera la démonstration pour n = 1 et 2 et par analogie on donnera la démonstration pour n
quelconque.

a. Pourn_l
ﬁ

Soit G = {f 1, [ o} C E. D’apreés la proposition 5.14, il existe B = { €} une base de E, donc :
Ja, b e K; (?1 - ﬁ) A (72 - b?)

Montrons que G est liée. Soient o, 5 € K, alors

a?l—kﬁ?Q:ﬁ <~ aa€+0b
< (aa +(b)
<~ (aa + (D)

Il Id

W
0

comme la derniére équation admet une infinité de solutions, ceci montre que G est une partie
lice.

b. Pour n=2.
Soit G = {f 15 fz, ?2} C E. D’apreés la proposition [5.14] il existe B = {€1, €3} une base
de E, donc : daq, as, by, by, c1, o € K;

—}
(f 1= al?l + CI/Q?Q) A\ (72 = bl?l -+ bQ?Q) N (73 = 61?1 + CQ?Q)

Montrons que G est liée. Soient o, (3, v € K, alors

0471 + 572 + 7?2 =0 = (a1 €1+ a3 @2) + B(b17€1 +027€2) + (1€ + o€2) = 0
<~ (aa1 + ﬁbl + "}/Cl) ?1 + (Oéag + 662 + ’}/CQ) ?2 = 6)
{aa1+ﬁb1+'ycl =0
aas + ﬁbz + YC2 = 0

comme le dernier systéme est sur-déterminé (2 équations et 3 inconnues «, 3, 7) alors il admet
une infinité de solutions, ce qui montre que G est liée.

C. Pour n quelconque, on reprend le méme schéma qui nous ménera a un systéme de
n équations et (n+1)inconnues qui admet une infinité de solutions.
U

Comme conséquence directe de cette proposition et de la définition de la dimension, on a :
Théoréme 5.2 Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension n sont de cardinal n.

Démonstration :  En effet, si B est une base d’un espace vectoriel de dimension n alors B
est une partie libre et génératrice de E'; en prenant la contraposée de la proposition précédente
on déduit que Card B < n et de la définition de la dimension d’un espace vectoriel on déduit
que Card B > n, donc Card B = n.

O
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Proposition 5.17 Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors toute partie libre de E de
cardinal n est une base de E.

Démonstration :  Soit B={¢, ... ,€,} une partie libre de E.
Supposons que B n'est pas une partie génératrice de I, alors il existe au moins un vecteur € € E
qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de B, c’est a dire :

Vai, ..., ap €K, CAa e+ ... ta, e,
Montrons que B’ = {€, ... ,€,, €} est libre.
Soient 3, (1, ..., B, € K tels que

BE 4+ B E1+ BoCo+ ... + B En=0
0

1. SifB=0,ondéduit que 31 €1 + fo€s+ ... + B €n= et comme B est libre on
déduit que g1 = ... =3, =0.

2.  Si 3 +#0, en multipliant par 3~! on obtient

T=(=B )L+ (LB HNCr+ ... + (BB )E

ce qui contredit le choix de @ .
De 1. et 2. on déduit que = 1 = ... = (8, = 0, ce qui montre que B’ est libre et
comme CardB’ = n + 1, de la proposition5.16 on déduit que B’ est liée, ce qui est absurde, par
conséquent notre supposition est fausse, donc B est une partie génératrice de E, par suite B est
une base de E.

O

Théoréme 5.3 (de la bse incompléte) Soient E un espace vectoriel de dimension n, B =
{€1, ..., €n} une base de E et L une partie libre de E telle que CardL = m < n, alors on
peut compléter L par n — m vecteurs de B pour former une nouvelle base de E.

Avant de donner la démonstration du théoréme on va établir les deux résultats suivants :

Lemme 5.1 Soient £ = {7)1, e 7/%} une partie libre de E et € € E, alors
— .. — g
((Eu{e}) est lzee) = (Elozl, oo €K e :a171+ +akfk>
Démonstration : Supposons que LU{€ } est liée, alors il existe 3y, ... , Gri1 € K, non tous

nuls, tels que . .
é
ﬁ1f1‘|‘ +ﬁkfk+ﬁk+1?: 0
alors deux cas se présentent :

1) (Grkri=0)A (ﬁ171 + ...+ ﬂk7k =0, avec les £, non tous nuls).
Comme L est libre, ceci est impossible.
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2)  (Bes1 #0)A (51?1 + ...+ ﬁk?k + Br1 € = U))

En multipliant par 41" on obtient
?:Oél?l—i‘ +Oék?k

. —1 . .
avec a; = —[r41 fj, ce qui termine la preuve du lemme.
O

Lemme 5.2 Soient B = {¢€4, ..., €.} une base de E et L = {71, e ?m} une partie
libre de E, avec m < n, alors il existe au moins un vecteur @ ; € B tel que LU{€ ;} est libre.

Démonstration. Soient B = {€, ..., €,} une base de E et £ = {71, ey ?m} une
partie libre de E, avec m < n.
Supposons que : Vj=1, ... ,n, LU{€E;} est lice.
D’apres le lemme 5.1, les & sont alors des combinaisons linéaires de 71, cee Tm, et comme
B engendre E on déduit que : Tout vecteur @ € E est combinaison linéaire des € ; qui sont
a leur tour des combinaisons linéaires de ?1, ooy [, donc T est combinaison linéaire de
7)1, c 7)m, ce qui montre que £ = { f, ..., f,.} est une partie génératrice de E de
cardinal strictement inférieur a la dimension de E, ce qui est absurde, d’aprés la proposition
5.13, donc notre supposition est fausse et on déduit qu'il existe €; € B tel que LU {€;} est
libre.

O

Démonstration du théoréme. Soient B = {€;, ..., €,} une base de E et L =
{?1, e 7m} une partie libre de E, avec m < n. En appliquant le lemme 5.2 (n — m)-fois
on compléte la partie £ ; par des vecteurs de B ; en une partie libre B’ de cardinal n et a I'aide
de la proposition5.17 on conclut que B’ est une base de E.

O

En dimension finie, on a la caractérisation suivante d’'une base.

Propriété 5.5 Soit B une partie d’un espace vectoriel E telle que CardB=dimFE, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

— B est une base de E

— B est une partie génératrice de E.

— B est une partie libre de E

Démonstration :  C’est des aaplications des propositions 5.15 et [5.17.

On peut exprimer ces propriétés comme suit :

Propriété 5.6 Dans un espace vectoriel E, une base de E est une partie libre mazimale ou
bien une partie génératrice minimale.
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On va dans ce qui suit faire un résumé des principales propriétés concernant les espaces
vectoriels de dimension finie.

Propriété 5.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, alors

1. Le cardinal de toute base de FE est égal a n.

2. Toute partie libre de E' de cardinal n est une base de F.

3. Toute partie génératrice de F de cardinal n est une base de F.
4. Toute partie de E dont le cardinal est supérieur a n est liée.
5

. Toute partie de E dont le cardinal est inférieur a n n'est pas génératrice de E.

5.3.5 Application aux sommes d’espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Proposition 5.18 Tout sous espace vectoriel de E possede un sous espace supplémentaire dans

E.
Démonstration :  Soit E; un sous espace vectoriel de F.
1. Si E; = F, alors le sous espace vectoriel supplémentaire de F; dans F est Fy = {6)}
2. Sik = {6)}, alors le sous espace vectoriel supplémentaire de £} dans F est Fy = F.
3. SiE #{0}et By # E, alors 0 < dimE; < n. Soit B = {€y, ... , .} une
— —
base de F et By = {f,, ... , f,.} une base de Ej, alors d’aprés le théoréme de la base
— —
incomplete 5.3 il existe (n — m) vecteurs de B, qu’on notera f, .., ... , f,, tels que
B = {71, ,7m,7m+1, ,7n} est une base de F, alors :
Ey = [{?mﬂ, ,7n}} est le supplémentaire de £y dans F, car :
VT ek, Al ay, ... ,am, Gy, .. 0, €K
— — —
T’:(le?l—k oot [t it [ - Fan [y,
Donc : V7 € E, 3! ?1 :a1?1+ —FOém?m € El, 7)2 :am+17m+1 —I—Oén?)n S EQ,
T =T1+ Ts
ce qui montre que
E=F, ®E,
O
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Proposition 5.19 Soient By et By deux partie d’un espace vectoriel E telles que By U By est
une base de E, alors
E = [Bi] & [B,)]

Démonstration : Elle se fait de la méme maniére que celle de la proposition précédente. O

Proposition 5.20 Soient E;| et Ey deux sous espaces vectoriels de E, alors

Démonstration : Soit By = {€4, ... , @} une base de F; N Ey, comme £y N Ey, C E;
E, N Ey; C E, on compléte By par By = {?kﬂ, ,?ml} et By = {?mp ,7m2} pour
que By U By soit une base de E; et By U By U By une base Fs.

a) Il est claire que By U By U By engendre Ey + FEs.

b) Montrons que By U By U By est libre.
Soient avg, ...,k Brtty oo 5 Bmyy Vetls oo+ Yme € K tels que

—

— —
(*) @1+ .. FawCrt B St o B S T 1 Tkt s F Yme Gy = 0
alors

— —
€t ot €rt B fep T o B o = () T+ (ma) T,

By U By étant une base de Ey et By C E», alors
M e+ ... Fou eyt ﬁk+17k+1 + .. +/6m1?m1 € E

(= +1) Trp1+ -+ (Vmo) Ty, € Eo

donc - -
€t ot et B fe T oo B S €EEINES

(+1)Trp1 + -+ (Vo) Ty, € E1 N Ey

et comme (=V41) GThp1 + - + (= Vme) G, € [Bo], E1 N Ey = [Bo et Ey = [Bo] @ [By], on
déduit que
(_7k+1>?k+1+ +(_7m2)?m2 =0

et sachant que B, est libre, alors

(1) = - = () =0

en reportant cela dans (*) on déduit :

—

_)
a1 €1+ ... fager+ 5k+1fk+1+ +ﬁm1?m1 =0
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et comme By U By est une base, on déduit que

= .. = =Pes1= ... =P =0

ce qui montre que By U By U By est libre.

c. Dea. et b. on déduit que By U B; U By est une base de E; + E5, donc
dim (Ey + E2) = Card(By) + Card (By) + Card (B,)
= [Card (By) + Card (Bl)} + [Card (By) + Card (B;)] — Card (By)

ce qui termine la preuve de la proposition.

Propriété 5.8 Soient E un espace vectoriel et Ey et Fy deux sous espaces vectoriels de F,

alors les trois propositions sutvantes sont équivalentes
- E=FE ® L,
~ (Bi+ By = B) A (dimE, + dim B, = dim B

- (E1 NE, = {0}) A (dim E, + dim B = dim E)
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Chapitre 6

Applications linéaires

6.1 Définitions et propriétés générales
Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels.

Définition 6.1 On appelle application linéaire de E dans F, toute application f : E — F
tel que :

Ly: VT, YeE [fT+7)=[f(T)+f(V)
Ly: NT eE VaeK, [f(aT)=af(T).

On note L(E, F) l’ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F.

Exemple 1 : Soit f: R* — IR? telle que :
VY:(x,y,z)GIR?’, f(Y):(3:+2y,3y—z,$~l—z).

alors f € L(IR?, IR?).
En effet :
1. Soient X = (x,y, 2), Y = (', y',2) € IR3, alors
FX+Y) = flwy2)+ @ y,2)
fle+2y+y, 2+ 2
- ((x+:p +2(y+y),3(y+y’)—(z+z’),(a:+x’)+(z+z’)>
(x + 2y, 3y — Zx+z)+(:E’+2y’,3y’—z’,x’—|—z’)
flz,y,2) + f(2',y,2)
FX)+ £(Y)
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2. Soient X = (z,y,2) € R? et a € IR, alors

F@X) = flalzy,2)

flazx, ay, az)

= ((az) +2(ay) 3(ay) - (a2), (az) + (a2))
alr+2y,3y — z,x + 2)

= af(z,y,2)

= af(X)

De 1. et 2. on déduit que f € L(IR? IR?).

Exemple 2 :  Soit £: Ry[X]| — Rs3[X] telle que :
VP =az’+bx +c, {(P)=(a—b)2z’+ (c—a)r —b

alors ( € L(RQ[X],IR3[X]>.
En effet :

1. Soient P =ax?+bxr +cet Q= da'x?+ bz + ¢ dans Ry[X], alors

(P+Q) = ((la+td)x®>+ (b+V)x+ (c+))

[(a+a) = (b+ V]2 +[(c+ ) = (a+d)]z = (b+ V)
= [(a=0b)2*+ (c—a)r — b+ [(d = V)2*+ (¢ —a)x — V]
= ((P)+4Q)

donc :

VP, QeRy[X], UP+Q)=LP)+Q)
2. Soient a € R et P = ax? + bx + ¢ € Ry[X], alors

l(aP) = {l(a(az® + bz +c))

l(aaz? + abz + ac)

(aa — ab)z® + (ac — aa)r — ab
= a[(a—b)x?’—i-(c—a)x—b

= al(P)

donc
Va e R, VP e Ry[X], l(aP) = al(P)

De 1. et 2. on déduit que ¢ est linéaire.

Remarque 6.1 Soit f € L(E,F),
— Si f est bijective, on dit que c’est un isomorphisme (d’espaces vectoriels) et que E et F
sont isomorphes.
— Si de plus E = F, on dit que f est un automorphisme de E.
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Proposition 6.1 Soit f: E — F, alors f est linéaire si et seulement si
VT, Y €E VYo, BEK, [f(aT +67Y)=af(T)+6f(7)
Démonstration :

—7: Supposons que f € L(E, F), alors

VT, Y eEE Va, feK, flaT+pY) = flaT)+ f(BY)
= of (@) +8f(V)
donc
VI, Y eE Va, K, [flaT +0Y)=af(T)+Bf(V)

<=7 : Inversement, supposons que
VT, Y eE Ya, K, f(aT+8Y)=af(T)+3f(Y)

alors pour a« = 3 = 1k on retrouve la premiére condition de la définition d’une application

linéaire, et pour o quelconque dans K et 3 = 0 on déduit la deuxiéme condition, donc f &
L(E,F).

En ittérant (n — 1)-fois ce résultat, on obtient :
Proposition 6.2 Soit f € L(E,F), alors : Yay, g, -+ a, €K, VT, To, -, T, E€E,

Ty, 00@a, - 00 Ty) = a1 f(T1) + oo f(T2) + - + anf(Th)

6.2 Noyau et Image d’une application linéaire

Remarque 6.2 FEtant donnée f € L(E, F), sachant que (E,+,.) et (F,+,.) sont des K-espaces
vectoriels, alors (E,+) et (F,+) sont des groupes et de la premiére condition Ly de linéarité
on déduit que f est un homomorphisme de groupes de (E,+) dans (F,+).

L’élément neutre de (E,+), respectivement (F,+), étant WE, respectivement ﬁp, on adopte
alors pour les applications linéaires les mémes définitions du noyau et de ['image d’un homo-
morphisme, c’est a dire :

Définition 6.2 Soit f € L(E, F),
1. On appelle Noyau de f, l’ensemble

—

Kerf=f'({0r}) ={T € EB; f(T)=T0g}

2. On appelle Image de f, l’ensemble
Im f = f(E)={f(7); 7 €k}

En reprenant les mémes résultats des homomorphismes de groupes, on obtient :
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Proposition 6.3 Soit f € L(E, F), alors :

—

gt
1. f( O E) == O o

2. [ est injective si et seulement si Ker f = {WE}
3. f est surjective si et seulement si Im f = F.

Proposition 6.4 Soient f € L(E,F), E' un sous espace vectoriel de E et F' un sous espace
vectoriel de F', alors

1. f(E') est un sous espace vectoriel de F,

2. f7YH(F") est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration : On va utiliser la caractérisation des sous espaces vectoriels 5.3l

1. Montrons que f(E’) est un sous espace vectoriel de F.
. l.a. Sachant que E’ est un sous espace vectoriel de E alors 0 g € F'. Comme f (U) E) =
0 r, on déduit que :

H

0r € f(E)

1.b. Soient 7, 7' € f(E'), alors

donc

car f est linéaire

T
)

E’ étant un sous espace vectoriel de E, alors (7" + 7') € E' et par suite
f

l.c. Soient 7 € f(E') et a € K, alors

ay = of(T)

= f(a@) car f est linéaire
E’ étant un sous espace vectoriel de E, alors a@ € E’ et par suite
a’y € f(E)
De 1.a., 1.b. et 1.c. on déduit que f(E’) est un sous espace vectoriel de F'.

2. Montrons que f~'(F’) est un sous espace vectoriel de F.
2.a. F’ étant un sous espace vectoriel de F', alors WF € F'. Comme f(ﬁE) = ﬁp, on
déduit que
H
0pe fH(F)
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2.b. Soient 7, 7' € f71(F), alors f(T), f(T') € F’, donc :
f(Z+7")=f(ZT)+ f(T'), car f est lintaire
et comme F’ est un sous espace vectoriel de F' alors
f@)+f(@) er
par suite
(T +7) e [TH(F)
2.c. Soient T € f71(F') et a € K, alors

fa@)=af(T) car f linéaire

Comme F’ est un sous espace vectoriel de F', alors

af(T) e F'
par suite
a7 € fHF)
De 2.a., 2.b. et 2.c. on déduit que | f~'(F’) est un sous espace vectoriel de E.
O
Exemple 6.1 Soit lapplication linéaire f : R* — IR? telle que :
V(I,y,Z>E]R,3, f($7yaz):('r+y—zv2x_y+273'x+y_z>
Déterminer une base de Ker f et une base de Im f ainsi que leurs dimensions respectives.
I. Soit X = (z,y,2) € R, alors :
X R «— flz,y,z2) = 0r — (r+y—2z2x—y+z3x+y—=z)=(0,00)
r4+y—2=0 z=x+Y z=x+Y
== 2t —y+z2=0 <= 2r—y+ar+y=0 <= < 3z=0
3x+y—2=0 3x+y—2=0 O+y—2z—y=0
zZ=x+Yy zZ=1
= 3r =0 — < x=0 <:>)_(>:(O,y,y):y(0,1,1)

d’ou on déguit que Ker f est engendrée par B = {(0,1,1)}, qui est aussi une partie libre car
(0,1,1) # 0, donc :

B ={(0,1,1)} est une base de Ker f et dimKer f =1
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II. Soit Y € IR?, alors :

7€Imf <~ dz, y, z€ R, Y
<~ dz, y, z € IR; Y (x4+y—2z2r—y+23c+y—2)
e Ja,y zeR, Y =2(1,2,3) +y(l,-1,1) + 2(—1,1,—1)
e Iz, y zeR Y =2(1,2,3) +y(1, —1,1) + 2(—1,1,-1)

e

f(x,y,2)

donc Im f est engendrée par G = {7,
2= (-1,1,-1).

2,?3}, avec ?1 = (1,2,3), ?2 = (1,—1,1) et

Vérifions si G est libre ?
Soient o, 3, v € IR, alors

Oé?l +6?2 +’Y?3 = W

— a(1,2,3)+8(1,-1,) +y(-1,1,-1)=0
— (a+0—-72a—-pF+73a+F—7v)=(0,0,0)
a+pB—-v=0
— 20—-[B+v=0
Ja+pB8—-—v=0
= (a=0A(y=5)
En choisissant v = 1, on voit que €3 = — €9, par suite B’ = {7, €y} est une partie

génératrice de Im f et il est trés facile de montrer que B’ est libre, d’ott on déduit :

B ={(1,2,3), (1,—1,1)} est une base de Im f et dimIm f =2

6.2.1 Structure de L(E, F)

On définit les opérations suivantes sur les applications linéaires.

Définition 6.3 * Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f, g € L(E,F), h € L(G, E) et
a € K. On définit les applications f+ g, e f et foh par :

- VT EE (f+9)(7)=f(T)+9(7T)

- VT EeE, (ae f)(T)=af(T)

- VT EE fog(T)=f(9(T))

Il est tres facile de montrer que ces applications sont elles aussi linéaires.
Proposition 6.5 (L(E,F),+,e) est un K-espace vectoriel.

Démonstration :
I) (L(E,F),+,e) est un K-espace vectoriel.

i. “4” est associative dans L(E, F') car dans l'espace vectoriel F' la premiére loi "+ est
assoclative.

'Les lois des trois espaces vectoriels sont notées de la méme facon, a savoir “+” et “-” .
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ii. “+” est commutative dans L(FE, F') car dans I’espace vectoriel F la premiére loi "+ est
commutative.
iii. L’élément neutre de “4” dans L(FE, F') est 'application O : E — F telle que :

VT eB, O@)=10r
iv. Le symétrique d'une application f € L(E, F) est 'application

—-f: E — F
T — —f(T)

Donc :
1. (L(E,F),+) est un groupe abélien.

2. Vf geL(E,F),VacK as(f+g)=(aef)+(aeg) car

vTeB (ae(f+9)@) = alf+9)(T)
= a(f(@) +9(™))
= of(7)+ag(7T), car F' est un K—espace vectoriel
= (e f)(T)+ (ae f)(T)

3. VfeL(E,F),Va, peK, (a+p)ef=(aef)+(Fef), car

VT EE ((a+B)ef)(@) = (a+B)f(T)

= of(T)+6f(7T), car F' est un K—espace vectoriel

= (o n+Ben)@)

4. Vfe L(E,F),Va, K, (af)ef=ae(Fef) car:

F' étant un K-espace vectoriel, alors

VZ e E, ((af)ef)(T) = (af)(f(T))

= a(ﬂ(f(?))), car F' est un K—espace vectoriel
= a((Be (@)
= (ae@en)@
5. VfeL(EF), 1xe f=f car:
VT eE, (ke f)(T) = k(f(7))
= f(@), car I’ est un K—espace vectoriel

De 1. - 5., on déduit que (L(E, F),+,e) est un K-espace vectoriel.
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6.2.2 Le groupe linéaire d’un espace vectoriel

Propriété 6.1 Si f € L(E, F) est bijective, alors f~' € L(F, E).

Démonstration :  Soit f € L(FE, F) bijective, alors il existe une application f~!: F — F
telle que f~'o f =idg et fo f~! =idp.

Montrons que f~! est linéaire.

Soient o, B € Ket T, i € F, alors :

[T +87) = S o ST+ 8 1UHT)
= f! (f(a (@) +p5- f (V) >> car f est linéaire
= 1o s(af (@) £ 817(T))
= af (@) + BT, carf Lo f = idp
ce qui montre que f~! est linéaire. O

Définition 6.4 Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel, on appelle “groupe linéaire” de E [’en-
semble GL(E) des isomorphismes de E dans E.

Proposition 6.6 (GL(E), o) est un groupe dont I’élément neutre est l’application identité dans
E.

La preuve de cette proposition est immeédiate.

6.2.3 Caracrérisation des applications linéaires injectives, surjectives
et bijectives

Proposition 6.7 Soit f € L(E, F), alors :

1. [ est injective si et seulement si [tmage de toute partie libre de E est une partie libre
de F.

2. f est surjective si et seulement si l'image de toute partie génératrice de E est une
partie génératrice de F.

3. [ est bijective si et seulement si 'image de toute base de E est base de F.

Démonstration :
l.a. Supposons que f est injective et montrons que 'image de toute partie libre de E est
une partie libre de F'.

Soit L = {€4, ... , €} une partie libre de E, montrons que f(L) est aussi libre dans F.
Soient aq, ... ,q,, € K, alors
— —
Oflf(?l) + ...+ amf(?m) =0 <= f (Oll e+ . + O‘m?m) =0
— (e + +an €m) € Ker f
— o€+ + O Em = ﬁE, car [ est injective
<— o = =aq, =0, car L est libre

=

ce qui montre que f(L){f(€1), € m)} est libre.
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1.b.  Supposons que 'image de toute partie libre de E est une partie libre de F' et montrons
que f est injective.
Soit B = {€4, ... , €} une base de E, alors f(B) = {f(¥€1), ... ,f(€,)} est une partie
libre de F' car B est libre.
Soit T € E, alors :

ElOél, , Oy S K) T) — @1?1 + + Oén?n,
donc
T eKerf < f(T)=0p
ﬁ

—= flm@ei1+ ... +o,€,)=0 F_
— af(er)+ +a,f(€,) = 0F, car f est linéaire
= = == 0, car f(B) est libre
— T =05

d’ou on déduit que Ker f = {WE}, donc f injective.

2.a. Supposons que f est surjective et montrons que 'image de toute partie génératrice
de E est une partie génératrice de F'.
Soit G = {€4, ... , €k} une partie génératrice de E, montrons que f(G) est une partie
génératrice de F.
Soit i € F, comme [ est surjective alors il existe 7 € E tel que J = f(7'). Sachant que G
est une partie génératrice de F, alors :

Jag, ... 04 €K; T=a1€e1+ ... tap ey,
donc
v = [(T)
— f(al?l + ... + ak?k)
= o f(€1)+ ... +arf(ey), car f est linéaire
d’ou on déduit que f(G) = {f(€1), ... ,f(€k)} est une partie génératrice de F.

2.b.  Supposons que I'image de toute partie génératrice de E est une partie génératrice
de F' et montrons que [ est surjective.

Soit B={¢€1, ... , €mn} une base de F, alors f(B) est une partie génératrice de F', donc :
V?EF,HOQ,...,OJmGK; 7: O‘lf<?1)++amf<?m)
= flg€1+ ... +an€m) car [ est linéaire,
par suite :
VyeF, 3T =a¢1+ ... +a,€m € E; v =f(7T)

d’ol on déduit que f est surjective.
O
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6.2.4 Formule du rang
Proposition 6.8 Soit f € L(E, F), alors :

dim Ker f + dimImf = dim E|

Démonstration : Soient E un espace vectoriel de dimension n et By = {€, ... , €} une
base de Ker f. D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe By = {€ 41, .-+ , €n}
telle que By U By est une base de F.

Montrons que f (Bs) est une base de Im f.

a. f(By) estlibre?

Soient ay,41, ... ,a, € K, alors
O‘m-i-lf(?m—&-l) + ...+ anf(?n) = 6>F
= f(mi1 €me1+ .. +,€,) = U)p, car [ linéaire
— U1 €mp1 + ... +a, €, €Kerf
= daq, ... ,q, €K
am—i—l?m—i—l + ...+ Q‘n?n = (1/1?1 + ... + am?m

— &1?1 + ... —I—Ozm?m — Oém-i—l?m—s—l - ... = Oén?n = WE
— o= ... =y =Qpi1 = ... =0, =0, car By U By est une base de F
— Qpy1 = ... =a, =0

d’ott on déduit que f(Bsy) est libre.

b.  f(B:) engendre Im f 7
Soit 7 € Im f, alors il existe T € F tel que ¥ = f(7'). Comme B est une base de E, il existe
A1y o oo Qg Qi .. 0y € K tels que

T =01 €1+ ... +0nCm~+ Qi1 €mety -+ 0 €y
donc
7 = f(oﬂ?l"i_ +Oém?m+am+1?m+1+ +Oén?n)
= flag€1+ ... +an€m)+amirf(€me1)+ ... +anf(€,), car f linéaire
= pirf(€mu1)+ .. Taf(€), car (a1 €1+ ... +ay,€,) € Ker f

d’ott on déduit que f(Bs) est une partie génératrice de Im f.

De a. et b. on déduit que f(B;) est une base de Im f, et comme Card (f(Bs)) = Card(Bs),

alors :

’dimE:dimKerf—kdimImf‘

Une premiére conséquence de cette formule est que : V f € L(E, F),

dim [Im f] < dim E

De méme, si E et F' sont deux espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(F, F), alors :
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Proposition 6.9
1. Sidim E > dim F' alors f n’est pas injective.
2. Sidim F < dim F' alors f n’est pas surjective.

Démonstration :
1. SidimFE > dim F, comme Im f C F alors dim [Im f] < dim F, donc

dimKer f =dim F —dimIm f > 0
d’out on déduit que Ker f # {ﬁ)E}, par suite f n’est pas injective.
2. SidimF < dim F, sachant que dimIm f < dim F, alors

dimIm f < dim F < dim F

donc Im f # F, par suite f n’est pas surjective.

Exemple 6.2 On considére Uapplication f : IR? — IR?, telle que

1
V(I,y)GIRQ, f($ay):(37—2y,y—§x,2x—4y)

1.  Montrer que f est linéaire.
2. f est-elle surjective ¢
3. f est-elle injective ?

Réponses :
1. Soient X = (x,y), Y = (', y) et o, B € IR, alors :

J@X +8Y) = flax+ 0, ay+By)
= ((aw+ B2") —2(ay + By, (ay + By') — H(aw + Ba'), 2(aw + G2') — 4{ay + By)))
= (o —2ay,ay — %am, 20z — day) + (B2 — 28y, By — %ﬁx’, 20x" — 46y")

(ale = 29),0ly - 3o), 020 — 49)) + (B’ = 29), By — 3a'), 520’ — 4y))

alr —2y,y — %SB,QCB —4dy) + Bz’ — 2y, ¢ — %x’,Qx’ — 4q/)

af(z,y)+6f(@,y)

af(X)+Bf(Y)

ce qui montre que f est linéaire.

2. D’aprés la proposition 6.9 f n’est pas surjective car la dimension de I'espace d’arrivée IR?
est supérieure & la dimension de l'espace de départ IR

3. Comme la dimension de 'espace de départ n’est pas supérieure a la dimension de 1’espace
d’arrivée, la proposition 6.9 ne nous renseigne pas sur l'injectivité de 'application linéaire f, il
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faut alors déterminer le noyau de cette derniére.
Soit X = (x,y), alors

f(?)zﬁ> — (x—2y,y—%a:,2x—4y)=(0,0,0)

r—2y=20
= y—%x:()
20 —4y =0
xr =2y
= y—32x=0
22x —4y =0
= =2

— X =4y =y21)
Ainsi,
YEKerf(z)ElyGIR; Y:y(Z,l)

en particulier X = (2,1) € Ker f, ce qui montre que f n’est pas injective.
O

Remarque 6.3 Cette exemple montre que la réciproque de la premiére implication de la pro-
position 0.9 est fausse.

Exemple 6.3 On considére Uapplication f : IR* — IR?, telle que
V(x,y,z)G]R?’, f(a:,y,z):(x—Qy—i—z,Qy—x—z)

1.  Montrer que f est linéaire.
2. f est-elle injective ?
3. [ est-elle surjective ¢

Réponses :
De la méme maniére que I'exemple précédent, on montre facilement que f est linéaire.

2. D’apres la proposition (0.9, f n’est pas injective car la dimension de ’espace de départ est
supérieure a celle de I'espace d’arrivée.

3. Comme la dimension de I'espace de départ n’est pas inférieure a la dimension de 1’espace
d’arrivée, la proposition [6.9/ ne nous renseigne pas sur la surjectivité de I’application linéaire f,
il faut alors voir si tout vecteur de ’espace d’arrivée admet ou non un antécédent.

Soit YV = (u,v) € R?, alors

?zf(?) (u,v) = (x — 2y + 2,2y —x — 2)
rT—=2y+z=u
{Qy—x—z:v
rT=u+2y—=z2
{2y—(u+2y—z)—z:v
r=u+2y—=z
{ —u=v

[ A
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2

Ainsi, pour tout vecteur Y = (u,v) € B tel que —u # v, 'équation
Y = f(X)

n’a pas de solution X ¢ R3, ce qui montre que f n’est pas surjective.

Remarque 6.4 Cet exemple montre que la réciproque de la deuziéeme implication de la propo-
sition [0.9 est fausse.

Exemple 6.4 On considére Uapplication h : IR3[X] — R3[X], telle que
VP =ax®+br? +cx+decRs[X], h(P)=(a—0bz*+ (a+bx+(c+d)

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer la dimension de Ker f

3. Déduire la dimension de Im f

4. h est-elle injective ? Surjective ¢ Bijective ¢
Réponses :

1. Soient P = az®+br’+cx+d € R3[X], Q = da®+ V2’ +x+d € Rz[X] et o, B € R,
alors :

h(aP + 3Q) = h((aa + Ba")a® + (ab 4 Bb)2? + (ac + )z + (ad + 6d’)>
= ( aa+ fa’) — (ab+ ﬁb’)) ((aa + 6d’) + (ab + ﬁb’))x+
+<(ac + B¢) + (ad + ﬂd’))
( aa — ab)z? + (aa + ab)r + (ac + ozd))
+((Ba’ = BY)a? + (Ba’ + BV')x + (B + Bd))
a((a=b)2*+ (@+ D)z + (c+d)) + #((a—b)a® + (a+ba+ (c+d))
ah(P) + Bh(Q)

ce qui montre que h est linéaire.

2. Soit P = ax® + ba* + cx + d € R3[X], alors

PeKerh < h(P)=0
— (a—bz*+(a+bxz+(c+d)=0

a—b=0
= a+b=0
c+d=0
a =
— b+b=
c=—d
— {a:b:O
c=—d
<— P=—-dx+d
— P=dz-1)
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Ainsi,
VP € Kerh, 3de€R; P=d(x—1)
ce qui montre que B = {(x — 1)} est une partie génératrice de Ker h et comme Cardh = 1 et

<a: —1# O), on déduit que B est une base de Ker h, par suite :

dimKer (h) =1

3. Sachant que la dimension de I'espace de départ, R3[X], est n=4, de la formule du rang
on déduit

dimlm(h) =4—-1=3

4. D’apres 2. on déduit que h n’est pas injective, donc elle n’est pas aussi bijective et
de la question 3. on déduit que h n’est pas aussi surjective.

Proposition 6.10 Si dim £ = dim F, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est bijective.
2. f est injective.
3. [ est surjective.

Démonstration : En effet, on a :

f est injective <= dimKer f =0
<— dimlm f =dim F =dim F, d’apres la formule du rang
<= [ est surjective

d’ott on déduit le résultat de notre proposition.
O

Remarque 6.5 De la proposition 0.10, la deuxieme question suffit pour dire que [’application
h de l'exzemple 0./ n’est pas surjective.

6.2.5 Rang d’une application linéaire

Définition 6.5 On appelle rang d’une application linéaire f : E — F la dimension de son
image noté rg(f).

Comme Im f C F, de la formule du rang on déduit les propriétés suivantes :

Propriété 6.2 Soit f € L(E,F), alors
- rg(f) <dimF
-rg(f) <dimE
- dim E = dim Ker f + rg(f)
— f est surjective si et seulement si rg(f) = dim F'

Le Cours d’Algébre. -100- Par 9. 9Mechab



M. Mechab 6.2 Noyau et Image d’une application linéaire

6.2.6 Les projecteurs

Définition 6.6 Soient E; et Ey deuzx sous espaces vectoriels supplémentaires dans E. On ap-
pelle projection de E sur Fy (parallelement o Ey) Uapplication Prg, : E — Ey définie par

V?:?l_'_T)QEE:El@EQ, PI”E1<T>):T>1
Proposition 6.11 Prg, est une application linéaire surjective dont le noyau est égal a Es.

Démonstration :
1. Prp, € L(E,Ey),car: V7T, ¥ € E,

EIE)la 71€E17 3?27 72€E2; (?:T1+?2)/\(7:71+72)
donc
Va, B €K, Prg(a@ +5%) = Prg (a(?l + 7)) + BV + 72))
= Py (071 + 570 + (T2 + 07 )
= a7+ 07,
= aPrp, ((F1+ 7)) + 6P (T, + 7))
= aPrg (7T) —i—ﬁPrEl(?)
2.  Prp, est surjective, car

—

VyeE,3T =7+ 0€FE, Prg(7)=7

3. Ker (Prg,) = Es, car :

V?GE, EI!THGEl, E”T)QGEQ; ?:?14-?2
donc _ N —
7 € Ker (Prg,) <= Prg(7)=0
= T =T

d’ott on déduit que Ker (Prg,) = Es.
O
Définition 6.7 On appelle projecteur sur E toute application linéaire p de E dans E telle que
pop=p
Il est clair que : Prg, est un projecteur sur E.

Inversement,

Proposition 6.12 Si p est un projecteur sur I, alors p = Pryy, 5.
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Démonstration : En effet,
1. E=EKerp+Imp, car

VT eE, 7T eKerpNlmp — ( A
— (p(?) = W) A (37 ek, T = p(?))
comme p o p = p, alors

T =p(Z)=p(p(7)) =p(7)=0

donc

KerpNImp= {0}

et de la formule du rang on a

’dimE = dimKerp—l—dimImp‘

d’ou on déduit que

’ E= Kerp@hnp.‘

2. p= Priy,, car:
Vo e B, 37, € Kerp, AT, € Imp; T =71+ 7>

etona: Ty elmp= 37 € F; T,=p(2),

donc . .
p(T) = p(T)
= p(71+7T>)
= p(7T1)+p(Ts3), carp linéaire
= p(T,), car T;€ Kerp
= p op(?), car To =p(7Z)
= p(7), carpop=p
é
i)
= P’I“Imp (T)
par suite

p = PTImp

6.2.7 Espace dual et base duale

Définition 6.8 On appelle forme linéaire, sur un K-espace vectoriel E, toute application li-

néaire de E dans K. L’ensemble de toutes les formes linéaires sur E est appelé espace dual de
E et noté E* ou E'.

Comme E* = L(F,K) est un K-espace vectoriel, on peut définir ’espace dual de E* qu’on
appelle bidual de E et qu’on note E**.

Soit B={¢€1, ... , €.} une base de F, alors
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Proposition 6.13 Pour tout j € {1, ... ,n}, Uapplication €} : E — K définie par
\V/T} :Oél?l—i‘ +C¥n?n, 6;-(051?14— +Oén?n) :ozj?j

est une forme linéaire sur E.

Démonstration : Soient T = a1 €1+ ... ta, e, et y=5¢€1+ ... +3,¢€, dans
E et v, A €K, alors
GOT+AT) = (WPt T F ABT .+ BT

= e;( (yar + AB)C1+ .. + (Yo + AB) 7€) )
(va; +AB;) €
’YOéj?j + Aﬁj?j
v (a57€;) + A(B€;)
= 7€5(T) + ()
d’ott on déduit que € € L(E, K).

<

O
Remarque 6.6 En utilisant le symbole de Kcroneker
i [Losii=j
I7Y 0, sii#j
€'t est définie par A
Vi, je{l, ... \n}, €€, =05€;
Proposition 6.14 Soit B = {e1, ... ,e,} une base de E, alors B' = {ei’,...,e,'} est une

base de E* appelée base duale de B.

Démonstration :
1. B est une partie génératrice de E*.
Soit f € E*, donc :
V?GE, E”Oél, OCQ,...,OZHEK; Y:al?l_'_C(Q?Q‘i_... +Oén?n
Comme f est linéaire et f (€1), f(€2), ... ,f(€n) €K, alors
f(Y) = aif(€1)+aaf(€2)+ ... +anf(€n)

= f(?l) 61/(051?14—062?24‘ +Oén?n>+

—|—f (?2) 62/ (al?l + 062?2 + ... + an?n>

+f (1) e (CX1?1 +ay€o+ ... + an?n>
= f(@)e/ X))+ f(@)ed(X)+.. .+ f(Tn)en(X)

2Léopold Kronecker (7 décembre 1823 - 29 décembre 1891) est un mathématicien et logicien allemand. II
est Iéléve et 'ami & vie d’Ernst Kummer. Persuadé que l'arithmétique et I’analyse doivent étre fondées sur
les “ nombres entiers ”, il est célébre pour la citation suivante : “ Dieu fit les nombres naturels ; tout autre est
Poeuvre de 'homme ” (Bell, 1986, p. 477). Cela met Kronecker en opposition avec Georg Cantor au sujet de
quelques-unes de ses extensions mathématiques. Le point de vue de Kronecker sera repris par Hermann Weyl
au siécle suivant. http ://fr.wikipedia.org/wiki/Leopold Kronecker
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par suite : Vf € E* Ja;=f(€1), aa=f(€2), ... ,[(€n) €K;
f=ae) +aged + ...+ ane,
ce qui montre que B’ est une partie génératrice de E’.

2. B’ est une partie libre de E*.
Soient aq, ... ,a, € K, alors :

arer’ + ... tape, =0 = Vje{l,...,n}, <a161’+ +anen'>(?j):()
= Vje{l,...,n}, aej/(€;)=0,cark# j= ¢,/ (€;) =0
= Vje{l,...,n}, ;=0

ce qui montre que B’ est libre.
De 1. et 2. on déduit que B’ est une base de Ex. O

De cette proposition, il est clair que

|dim E = dim E*
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Chapitre

MATRICES

7.1 Matrice associée & une application linéaire

Soient F et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, n et m, et B; = {Z, cee 6—7;}
et Bo ={ f1,..., fm} des bases, respectivement de E et F. On considére une application linéaire
g: E— F.

Sachant que pour tout T €E , il existe x4, ..., x, € K, uniques, tels que

n
— —
r = E ZT; €;
i=1

alors de la linéarité de ’application g on obtient :
g(r) = ing(ei)
i=1

et comme B, est une base de F', alors pour tout ¢ € {1,...,n} il existe §;;, j = 1,...,m,
uniques tels que

g(ei)=> B i
j=1
d’ou on déduit

Proposition 7.1 FEtant données By et By des bases de E et F', alors pour touti=1,...,n, il

existe m scalaires uniques [3;;, j =1,...,m tels que :
n m n N
— —_— —
VSC:E%Q‘GE, g(w)zi Eiﬂiﬁijfi
i=1 j=1 i=1
T
. - . A b
e On convient de noter : = = © |, et les x; sont appelés “composantes du vecteur
Tn

z dans la base B;”
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o T(zy,...,x,) est le “transposé du vecteur 7
Bii P oo Bm
Bz P - B2

° Mg<817 Bg) — 513 523 s ﬁn?)

est appelée “Matrice associée a l’application

Bin Bom v Bom

g, relativement aux bases By et By”.

Bin
o (B B2j ... Bnj) est la j-éme ligne de la matrice My(By,B2), j € {1,...,m}, et Bﬂ
5im
sa i-éme colonne, i € {1,...,n}.
fii Pz - Pin
for Por ... Pon
T]w'g(B17 62) — 631 532 v ﬁiﬂn

ﬁml ﬁmQ s /gmn
est la “Matrice transposée de M,(By,Bs)”. Cette matrice est obtenue en mettant les colonnes
de My(By, By) sous forme de lignes.

On remarque que :

Proposition 7.2 A toute application linéaire g € L(E,F) est associée une unique matrice
My(By, By), relativement o deuz bases données By et Ba, respectivement de E et F.

Inversement, étant donnée une matrice

bu Ba ... Bm
bz P ... B
Mo | P Pmo B

ﬁlm ﬂ2m cee Bnm
alors 'application g : E — F' définie par :
V?ZZIie_i)EEa 9(7)222%@3' fi
i=1 j=1 i=1

est une application linéaire et la matrice associée a g, relativement aux bases B; et B, est
égale a M.
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7.2 Opérations sur les matrices

7.1.1

Matrices de passage

7.2 Opérations sur les matrices

7.2.1
7.2.2
7.2.3

Somme des deux matrices
Produit de matrices

Matrices et Changements de bases

7.3 Anneaux des matrices carrées

7.4 Applications multilinéaires

7.4.1
7.4.2
7.4.3
7.4.4
7.4.5

Déterminants de matrices carrées
Rang d’une matrice

Application du calcul des déterminants
Matrice des co-facteurs

Inversion de matrices carrées

7.5 Résolution de systémes de Cramer

1

7.6

Valeurs propres et vecteurs propres

multiplicité d’une valeur propre
Espace propre associé a une valeur propre

7.6.1
7.6.2

Diagonalisation des matrices

Tringularisation des matrices

I'Mathématiciens ...
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